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Berechnung der Einstrahlzahlen

In einem neuartigen Raummodell

Bernd Glick

Ein neuentwickeltes, bausteinartig aufgebautes Raummodell
betrachtet vorrangig die warmetechnischen Transportvor-
ginge im Raum und nimmt die wirmephysiologischen Uber-
prufungen vor. Dabei spielt verstindlicherweise der Strah-
lungsaustausch und damit die Berechnung der Einstrahlzah-
len eine bedeutende Rolle. Behandelt werden die Darstellung
der Raumgeometrie sowie die Grundlagen zur numerischen
Berechnung der Element- und Flacheneinstrahlzahlen. Die
detaillierte numerische Ermittlung der Flicheneinstrahlzah-
len unter Beachtung von Hindernissen im Strahlungsgang
sowie ein Vorschlag zur Fehlerkompensation schliefSen sich
an. _

Die numerische Berechnung der Elementeinstrahlzahlen fur
warmephysiologische Betrachtungen folgt in einem separaten
Aufsatz.

Eine Ubersicht zum gesamten Raummodell findet sich im
Internet http://www.rom.de.

Einleitung

Die Strahlungsberechnungen schlieBen beim oben
genannten Raummodell wahlweise auch die Modellierung
des Interieurs mit ein. Dadurch entstehen sehr kompli-
zierte Raumgeometrien, so dall die Ermittlung der Ein-
strahlzahlen numerisch erfolgen mul}. Es gibt eine Viel-
zahl von Berechnungsvorschliagen, die z.B. in [1; 2; 3; 4]
aufgezeigt sind. Die Effektivitit der Berechnung 1st 1m
Zusammenhang mit der Erfassung der Raumgeometrie zu
betrachten. Eine relativ glinstige Moglichkeit wird nach-
folgend dargestellt.

Hinweis zur Variablenschreibweise: Im Text werden die
Charakterisierung der Variablen und die Laufvariablen als
Indizes geschrieben, z.B. stellt Ap; die Flache des Drei-
ecks mit der Nummer 1 dar. Be1 EDV-Darstellungen (Fluf3-
bilder, Ein- und Ausgaben) werden die Indizes auf Zei-
lenhohe und die Laufvaniablen in eckige Klammern
gesetzt, z.B. AD[1]. In den In- und Outputs sind beide
Darstellungen vermerkt.

Raumgeometrie

Die Oberflachen der Raumumitassungen und des Inte-
rieurs werden durch beliebig orientierte Ebenen gebildet,
mit denen die realen — evtl. auch gekrummten — Raumbe-
grenzungen mit fre1 wahlbarer Genauigkeit nachbildbar

sind.
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Eine Ebene E wird durch dre1 Punkte (A, B, C), die nicht
aut einer Geraden liegen, eindeutig beschrieben (Bild 1).
Eine Parameterdarstellung lautet:

X = a+t;v+t,w, (1)
wobel
v=c—aund w=b-a (2)
tbene E

Bild 1. Definition einer Ebene durch die drei Punkte A, B, C mit den
Zufuhrungsvektoren a, b, ¢. Das Dreieck ABC wird durch die beiden

Vektoren v =c¢ — a und w = b — a aufgespannt.

UP: FLAEEIN

Eingabe {xA, yA, zA, xB, yB, 2B, xC, yC, zC, xD, yD, zD)
ts erfolgt eine automatische Zahlung der Flachen i,
beginnend bei 1 = 1

Zuordnung der Koordinaten zu einem Vektoren
0: alli1] = xA, a2f1] = yA, a3Ci] = zA

b: bILid = xB, b2Li1J = yB, b3Cil = zB
c: ¢ifid = xC, c2Cid = yC, ¢3Cid = zC

| Darstellung des Dreiecks ABC: Flache i
Eingabe (2011, rCil) '
Wenn xD, yD, zD belegt dann:
a: atlil = xD, a2CiJ = yD, o3Cid = 2D

b: b1lid = xC, b2CiJ = yC, b3Ci] = zC
c: ¢tlid = xB, c¢2Cil] = yB, c3Ci] = zB

| Darstellung des Dreiecks DBC: Flache i + |
Eingabe {z[i + 13, rCi + 11}

| Kopiermoglichkeit bei der Eingabe vorsehen
imax = Hochstwert von |

Bild 2. Datentluflplan FLAEEIN zur Organisation der Flacheneingabe.
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Bild 3. Dreiecksfliche mit Unterteilung der Begrenzungsvektoren
vund w in je z Abschnitte, die durch die Laufvariablen zv und zw
gezahlt werden.

zwei nichtparallele Richtungsvektoren darstellen. Es 1st
flir die weitere Bearbeitung am einfachsten, wenn man
alle geometrischen Oberflachen von Kdrpern in Drelecke
zerlegt, da mit Angabe der drei Eckpunkte sowohl die
Ebene als auch die Begrenzungen fixiert sind. Die Zerle-
gung der realen Flichen in Dreiecke ist allerdings auf-

wendig.

Mit geeigneten Eingabehilfen kann jedoch eine automa-
tisierte Zerlegung von beliebigen Vierecken in Dreiecke
erfolgen. Im Unterprogramm FLAEEIN (Flachenein-
gabe) (Bild 2) ist dies symbolisch dargestellt. Falls gepruft
werden soll, ob die vier Punkte A, B, C, D 1n einer Ebene
liegen, so ist das Spatprodukt zu bilden. Es muli Null
ergeben, d.h., der Spat besitzt kein Volumen.

UP: FLAEAUFBER

zCi1], rCi1])

= 1...1max

Input (imex, a1Cil, a2Cil, a3CiJ, bICi], b2Ci3J, b3Cid, c1Cild, c2Lid, cdLi],

133

Input FLAEEIN
XA, VA, zA | XA,yA,zA |m |Koordinaten des Punktes A
xB,yB,zB [xB,yB,zB |m |Koordinaten des Punktes B
xC,yC,zC |xC,yC,zC |m |Koordinaten des Punktes C
xD,yD,zD |xD,yD,zD |m |Koordinaten des Punktes D
Z; z[1] — | Anzahl der Seitenunter-
teilungen des Dreilecks 1
Zi 1 z[1+1] — | Anzahl der Seitenunter-
teilungen des Dreiecks 1+1
r; r[1] — | Flachenrichtung des
Dreiecks 1 .
Iiiq r{i+1] — | Flachenrichtung des
Dreiecks 1+1
Output FLAEEIN
al:,a2: a3; |al[i],a2[i], |m |Vektor a zum Flachen-
a3[1] punkt A
bl;,b2: b3. [bl[i],b2[i], [m |Vektor b zum Flachen-
b3[1] punkt B
cl;,c2;,c3; |cl[i],c2[i], |m |Vektor ¢ zum Flichen-
c3[1] punkt C
Z: z[1] — | Anzahl der Seitenunter-
teilungen
I; r[i] — | Flachenrichtung
1 max 1 max — | maximale Anzahl der
Flachen

Die Zusammenstellung und Ausgabeorganisation dieser
Daten wird u. a. im Unterprogramm FLAEAUS (Flachen-
ausgabe) vorgenommen (s. Bild 7).

Es wire fiir die Zukunft auch denkbar, die Oberflachen als

Netz — bestehend aus Dreieckselementen (oder auch Vier-

eckselementen) — automatisch zu generieren. Eine nach-
folgende Zerlegung brauchte dann nicht zu erfolgen.

Im weiteren werden als Flichenbausteine
Dreiecke beliebiger Grofie und Winkel
betrachtet (Bild 3).

Bei einer zahlenmallig gleichen Unter-
teilung von zwei Dreiecksseiten ergibt
sich der groB3e Vorteil von flachenglei-

| viCil = ¢1Cid - o1Cid; v20id = c2Cid - a2CiJ; v3Cid = ¢301] - o301 chen Parallelogrammelementen und
+ wilid = b1Cid - o1Ci); w2CliJ = b2Ci] - o2C1]; w3lid = b3L1] - o301 Dreieckselementen der halben Grofe
VEKTORP | (w1Cil, w2Cid, w3Cid, v1Cid, v2Cil, v3Cid) Die Gesamtflaiche des Dreiecks ABC
ADCid = 0,5 Betrag folgt zu (halber Betrag des Vektorpro-
P {ADCiT > 0) dukts):
1 -
AEPCi] = 2 - 22bld AD=O,5|w><v|. (3)
(zLi])?
RR = rCi] Die Elementflichen ergeben sich bei je z
n1Cil = D1- RR Seitenunterteilungen fir die Vektoren v
n2[1] D2 - RR und w zu:
ndCi1d = DI« RR
Parallelogrammelement
Output (viCid, v2Cid, v3Cid, wiCid, w2Cid, w3Cid, ADLiJ, AEPCi3, A = 2Ap A
/l\ n1CiJ, n2Ct], ndLi1d} EP Z2 ' ( )
. . Dreileckselement
Bild 4. Datenfluplan FLAEAUFBER zur Bestimmung der Begrenzungsvektoren v und w
sowie des Einheitsvektors in Normalenrichtung n (ausgerichtet auf das Rauminnere), der B
Gesamtfliche Ap und der Elementflache Agp. Agp = 0,5 Agp. (5)
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ROUTINE: VEKTORP (x1, x2, x3, y1, y2, y3)
D1 = x2-y3 - xJ - y2
D2 = xJ - y1 = x1 =y
03 = x1+y2 - x2 - y1
Betrag = (D12 + D22 4+ D32)0.53
P (Betrag = 0}

¥10
D1 = D1/Betrag D1 =0
D2 = D2/Betrag D2 = 0
D3 = D3/Betrag D3 = 0

(D1, D2, D3, Betrag)

Bild 5. Datenflu3plan der Routine VEKTORP zur Ermittlung des Vek-
torproduktes x X y.

Der Normalenvektor auf der Dreieckstlache — dargestellt
als Einheitsvektor in eimnem Rechtssystem — folgt zu

o WXV

= - (6)
WXV

-Die Kennzeichnung, welche Flachenseite in das Raum-

innere zeigt, wird durch den Skalar r = =1 angegeben. Der

Vektor

n=rn* (7)

Bild 6. Testraum mit x, y, z-Koordinaten der Eckpunkte in m und den
Flachennummern 1.

3,00
0,00

B e - e
m m m m m m
0,00 3,00 0,00 0,00
0,00 0,00 3,00

0,00
0,00
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1st stets nach dem Rauminneren orientiert. Die Ober-
flachen von Korpern im Raum, z. B. Mobel, sind 1n glei-
cher Weise geometrisch zu beschreiben.

Die Zusammenstellung dieser Daten erfolgt im Unterpro-
gramm FLAEAUFBER (Flichenaufbereitung). Der
Ablauf 1st im Bild 4, die Routine VEKTORP (Vektorpro-
dukt) 1im Bild 5 dargestelit.

Input FLAEAUFBER
1 max 1 max — |maximale Anzahl der
Flachen
al.,a2;,a3; |al[1],a2[1], |[m [ Vektor a zum Flachen-
punkt A
a3[1]
bl;,b2.,b3;|bl[1],b2[1], |{m | Vektor b zum Flachen-
punkt B
b3[1]
cl;,c2:,c3. |cl[i1],c2[1], |m | Vektor ¢ zum Flachen-
punkt C
c3[1]}
Z: z[1] — | Anzahl der Seitenunter-
teilungen
r; rf1] — | Flachenrichtung

Diese Eingaben sind nach Abarbeitung des Unterpro-
gramms FLAEEIN (Flacheneingabe) verfligbar.

Output FLAEAUFBER
vl v2.,v3; [vl[i1],v2[1], |m | Vektor v der Dreiecks-
seite AC
v3[1]
wl;, w2, w3:|wl[i], w2[i],|m | Vektor w der Dreiecks-
seite AB
w3[1]
Ap; ADI1] m? | Flache des Dreiecks ABC
AEP1 AEP[1] m? | Flache eines Parallelo-
grammelementes

Einheitsvektor in Norma-
lenrichtung der Flache in
den Raum zeigend

nl;, n2;,n3; [nl[1],n2[1], |-
n3[1]

Beispiel Flachengeometrie

Gegeben ist ein quaderformiger Raum mit
den 1m Bild 6 vermerkten Eckkoordinaten.
| Die Eingabe dieser Daten in FLAEEIN

O oOoONOGT&-ELODN-

Legende:

Bild 7. Rechnerausdruck der vorgegebenen Flachenumfassungen (Dreiecke) des Test-

raumnes.

alli], a2[i], a3l[i]
b1[i], b2[i], b3[i]
cili], c2[i], c3[i] -
r{i]

rall

Nummer der Dreiecksflache (ABC)

5,00
5,00
5,00
0,00

0,00
5,00
5,00
0,00
9,00
0,00

3,00

0,00
3,00
0,00
3,00
0,00
0,00
0,00
3,00
3,00

X-, -, uhd z-Koordinate des ersten Dreieckspunktes (A)

X-, y-, und z-Koordinate des zweiten Dreieckspunktes (B)

X-, y-, und z-Koordinate des dntten Dreieckspunktes (C)

Flachenrichtung
Anzahl der Unterteilungen der Dreiecksseiten

[ | § § ]
— Y anemlih. — —— — % pa— N — Y ail - p— — oo §

10
10
10

10

10
10
10
10
10
10

ergibt eine Umhiillung des Raumes, beste-
hend aus 12 Dreiecksflachen. Die Ausgabe
der geordneten Daten zeigt Bild 7. Die
weitere Aufbereitung der Daten erfolgt 1n
FLAEAUFBER. Das Ergebnis wird 1m
Unterprogramm FLAEAUS (Flachenaus-

gabe) ausgegeben (Bild 8).

Einstrahlzahlberechnung

Die Einstrahlzahl — oftmals auch Winkel-
verhiltnis oder neuerdings Formfaktor
genannt — gibt den Anteil der von der
Oberfliche 1 ausgesandten Strahlung an,
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der' d%e Obertlache tr}fft, wenn .dle - AD[] _ AEP[)
Emissions- und Absorptionskoeffizien- m m m m m m 2 2
ten winkelunabhingig gelten. Es existie- 1 000{ 000 000 -300/ 000 .

ren nachfolgende Definitionen. Die 0001 000 000 |
Bezeichnungen der Flichen und Winkel
erkldren sich an Hand des Bildes 9. Die
Bedeutung der in den Gln. (8) bis (10)
definierten Einstrahlzahlen wird mat

Hilfe der symbolischen Darstellungen im

. . 3,00 0,00
0,00 000 -3,00 0,00
0,00 0,00 3,00 0,00
0,00 000 -3,00
0,00 3,00
0,00 0,00
000 - 0,00
10,00 , 0,00

10,00 0,00 0,00
-10,00 0,00 0,00
0,00 5,00 0,00
0,00
3,00
-3,00
0,00

Bild 10 deutlich. 000 -500 000 -10,00 0,00
. . .. .. 0,00/ 10,00 0,00
Einstrahlzahl eines Fldchenelementes i auf _ 10.00 000
eine Fldche j Legende: | Nummer der Dreiecksfiiche (ABC)
1 COS B COS B vifil, v2[, v3[]  x-, y-, und z-Komponente des Vektors v (Dreiecksseite AC)
P;; = — f LI S dA. (8) wili], w2[il,w3[i] x-, y-, und z-Komponente des Vektors w (Dreiecksseite AB)
L) o A 12 ] n1(i], n2[i], n3[]] x-, y-, und zZ-Komponente des Normalenvektors n (Einheitsvektor)
] | | ADI[i} Flache des Dreiecks |
Das Flichenelement 1 strahlt in den Halb- AEPIi] Flache eines Parallelogrammelementes

rautnl. Ein Teil de'r Strahlung trifft die  Bild 8. Rechnerausdruck der charakteristischen Flichenparameter.
Fliache j. Der Anteil zur Gesamtstrahlung

wird mit @;; bezeichnet. Man sagt, es 1st
die Einstrahlzahl des Fliachenelementes 1
auf die Flache ;. N

Einstrahlzahl einer Fldche i auf eine
Fldache j

1
T A Ji l} 3 dA; C(igi

Das Fliachenelement 1° strahlt auf die
Flache j. Der Strahlungsanteil wird durch
@y ; — analog der Elementeinstrahlzahl —
charakterisiert. Wandert dieses Flachen-
element an alle Stellen der Flache 1, so

kann aus der unendlichen Vielzahl der
Werte @;- ; ein Mittelwert gebildet werden. Bild 9. Geometrische Beziechung beim Strahlungsaustausch zwischen zwei Flachenelemen-

Dieser wird mit (Dij bezeichnet. Man sagt, ten (links) und zwischen einem kugelféormigen Element und emem Flachenelement (rechts).

es 1st die mittlere Einstrahlzahl der Fliche
1 auf die Flache j.

cos [3; cos B

D

dA . (= Kugeloberfldche)

Einstrahlzahl eines kugelformigen Ele-
mentes i auf eine Fldche j

1 . cos P
0 — J A
]

Das kugelformige Element 1 strahlt im ¢;; (Einstrahlzahl Flachenelement - Flache)
Gegensatz zu den beiden vorgenannten
Fallen nicht nur in den Halbraum,
sondern in den gesamten Raum. Ein Teil
der emittierten Strahlung trifft die Flache
j. Der Anteil der Gesamtstrahlung wird mait
(p‘i)j bezeichnet. Man sagt, es ist die Ein-
strahlzahl des kugelformigen Elementes i

auf die Flache j. Mitunter wird das kugel-
fdrmige Flement auch vereinfacht als Bild 10. Symbolische Darstellung der in der Praxis vorkommenden Einstrahlzahlen.

., Punkt* bezeichnet.

Wiirde die Fliche j die strahlende Fliche 1 umhiillen, dann
nihme die Einstrahlzahl den Grenzwert Eins an. In der

Regel ist der Wert auf eine bestrahlte Fliche natirlich
kleiner Eins. Die Summation der Einstrahlzahlen, der den Diese GesetzmiBigkeit bietet den Vorteil, dal man bei der

Strahler umhiillenden Flachen n, liefert dann wieder den Berechnung von n Einstrahlzahlen stets eine Kontroll-
Wert Eins. Es gelten: moglichkeit hat. Wird darauf verzichtet, so genugt die

/. oo4

©; . (Einstrahlzahl Flache - Fldche)

¢°, . (Einstrahlzahl kugelfdrmiges Element - Fldche)

(11)




Bild 11. Strahlungsaustausch zwischen den Flichen 1 und j bei einem
Hindernis h im Strahlengang.

Bestimmung von (n—1) Einstrahlzahlen, um auf n Ein-
strahlzahlen zu schlieB3en. Dies macht man sich vor allem
zunutze, wenn die Bestimmung von einer bestimmten
Einstrahlzahl besonders aufwendig ist. Weiterhin kann fiir
die mittlere Einstrahlzahl zwischen zwei Flachen mit Vor-
teil die Reziprozititsbeziehung

Aiq)i,j — AJ(DJ,I ' (12)

Anwendung finden.

Die detaillierte Ableitung von Einstrahlzahlen findet sich
u.a. in [1; 2; 4; 5; 6]. Besteht bei den Emissions- und
Absorptionskoeffizienten eine Winkelabhingigkeit, dann
1st der Integrand in den GIn. (8) bis (10) zu erweitern
[2; 4].

Die analytische Ermittlung ist sehr aufwendig und kom-
phiziert. Insbesondere 1st zu bemerken, daf3 bisher relativ
wenige und nur fur geometrisch einfache Gebilde Berech-
nungsgleichungen vorliegen. So findet man in der Regel
keine Losungen fur beliebig orientierte Rechteckfldachen,
fiir schiefwinklig umrandete Trapez- oder Vieleckflachen
usw. Desweilteren existieren keine LoOsungen, die die
Schattenwirkung von Bauteilen beriicksichtigen, die zwi-
schen den im Strahlungsaustausch befindlichen Oberfla-
chen liegen. Dieses Problem tritt bereits beim Strahlungs-
austausch zwischen Raumumfassungen auf, wenn der
Raum mobliert ist. Zur Losung derartiger Félle wird ein
numerisches Verfahren verwendet. Es ist gegentiber [1; 2]
wesentlich verbessert. Die Integrale der Gln. (8) bis (10)
lauten 1n Summendarstellungen:

| < cosp; cosp, '
Pi :;Z ;.2 AA; (13)
A;
1 cosf; cosp:
, TCAI Aj Aj I
o - Lgoosh 15
?U_4nAhﬂ 4 (15)
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Betrachtet werden nur Dreiecksflichen i, die durch die
Vektoren v; und w; in Form und Gro8e definiert sind. Der
Zutuhrungsvektor a; zum Punkt A; fixiert die Lage des
Dreiecks i1m Raum. Der Vektor n; gibt die im Strahlungs-

austausch stehende Fliche (,,Vorder- oder Riickfliche®)
an.

Die Abarbeitung der Flachen kann mit Hilfe des Bildes 3
erklart werden. Zur Vereinfachung unterbleibt die Indizie-
rung der Groflen. Mit den Schrittziahlern zv < z fiir den
Vektor v und zw < z fiir den Vektor w ergeben sich die
Flachenmittelpunkte der Parallelogrammelemente zu
zv — 0,35

ce=aT ——V+
V4 Z

zw — 0.5

W. (16)
Fur die Dreieckselemente, sie werden identifiziert durch
Zzv+zw =z+1, (17)

se1 naherungsweise

zv — 0,65 zw — (0,65
e=at——— v+ ——

V4 Z

(18)

gesetzt. Die GroB3e der Flichenelemente AA ist identisch
Agp bzw. Agp gemédl der Gln. (4) und (5). Die allgemeine
Anordnung, der 1m Strahlungsaustausch stehenden
Flachen 1 und j unter Annahme eines moglichen Hinder-
nisses h, geht aus Bild 11 hervor.

Die beiden zu den Mittelpunkten der betrachteten Ele-
mente fuhrenden Vektoren e; und e; nach Gl. (16) spannen
den Verbindungsvektor von der Ebene i1 zur Ebene j auf’

W

r:ej—ei. (19)

Er liegt in der Geraden r*. Sein Einheitsvektor sei

m=—. (20)

T
Zunachst 1st zu priifen, ob sich ein Hindernis — eine Ebene
h — 1m Strahlengang r* befindet. Die Ebene h sei wie-
derum ein ebenes Dreieck mit den Eckpunkten Ay, B;,, C;,
und 1st Teil der Eingabemenge 1 =1 - -1 max. Fiir die Para-

meterdarstellung der Ebene h gilt analog zu Gl. (1)
Xp = ap Tty VT b Wh (21)

Steht ein Vektor senkrecht auf dieser Ebene, beispiels-
weise trifft dies fuir den Einheitsvektor der Flichennorma-
len n;, nach GlI. (7) zu, dann folgt aus

Ny Xy = Dpay + Lo vy + Hyngwy |
nLXy = Dpay, (22)

denn das Skalarprodukt der senkrecht aufeinanderstehen-
den Vektoren nypvy, bzw. nywy, ist Null. Gl. (22) stellt eine
parameterfreie Darstellung der Ebene h dar. GemalB
Bild 11 kann die Verbindungsgerade — in der der Vektor r
liegt — ausgehend vom Zufiihrungsvektor e; mit dem Para-
meter t. beschrieben werden:

r =e; +tr. (23)
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\y} UP: PHIFLAL <:>

®Ci,j21 =0 fur i = 1...imax, j = 1...1moy | Prifung ob Hindernis h im Strahlungsgang von i nach |

!| Flachenabarbeitung h = 1...1imax
L= 1. ..imax l P (i =h or j =h} ((Strohlungsfiachen i oder | sind kein Hindernis))

+ P {ADCi] = 0) ({(Flache i existiert nicht)) 0" |
'01 P {ADCh] = 0} ((Hindernis existiert nicht))

j = 1...imox 1"D 0

+ P {ADCj] =0 or i = j} ((Flache j existiert nicht oder gleich 1))

o] SKALARP | (n1Ch1, n2Ch3, n3Ch1, r1, 12, r3)

+ P {(QLCi,jl > 0} ((Einstrahlzahl bereits bestimmt)) Prodd = Ds |
. . o .
| P {Prodd = 0) ({(kein Schnittpunkt = kein Hindernis))

+ P {n1Ci3 = n1Cj3 and n2Ci = n20j3 ond n3Cid = n3Cj]) |

H

next i

next |

01
((Normolenvektoren i und j identisch)) SKALARP | (n1Ch3, n2Chl, n3Ch3, aiChl, a2Chd, a3Ch1)

1
X o @ Prodt = Ds
| Efementdarstellung im Dreieck |
B zvi o= 1...z01] SKALARP | (n1Ch], n2Chd, n3Ch3d, eil, ei2, eid)
> ewi = 1...z01] 5 r0d? = D
- P (zvi + zwi > zLid1 + 1} ((Element auperhalb Dreieck i)) ] rods = US
x — Prod! - Prod2
= 0 + trS = “-T""d—j—_"—‘
P {zvi 4+ zwi = z[1] + 1) *‘g' 0
+ P {trS < 0 or trS 2 1)
- ‘l ,
4 ) Y
- T FIli =1, Faktor = 0,5 T- FIi = 0,5, Faktor = 0,65 1 rSt =eil 4+ trS-r1: ¢St =St - allh]
2 t rS2 = ei2 + trS-r2; ¢S2 = rS2 - a2Ch]
+ eil = 0a10id + (zvi - Faktor)/zCid - v1Cid + (zwi - Faktor)/z0id - wilil ! L 1S3 =ei3 4 trS-r3: ¢S3 = rS3 - a3Ch]
+ oei2 = a20i] + (zvi - Faktor)/2CiJ - v2Ci] + (zwi - Faktor)/2Ci] - w2(i] GLE|CH?
' _ , 1Ch2, wiCh], c¢S1, v2Chd, w2lhl, ¢S2, zCh)
eid = a3Cid + (zvi - Faktor)/zCiJ - v3Cid + (zwi - Faktor)/zCiJ- wi3Li] — (v. ' | ' | )
| Elementdarstellung im Dreieck ] T P (Schnitt = 1} ((Hindernis))
pi = 0 0
= ;:i i :"'igjg || GLEICHZ | (v2Chl, w2Chl, ¢S2, v3Chd, w3Chl, ¢S3, zCh3)
_ P izvj +zwj > zLj1 + 1Y ((Element auPerhalb Dreieck j)) P (Schnitt = 1) ((Hindernis))
o 1
c 1 0
P {zvj + w) = zL)d + 1} 0 GLEICH2 | (v3Chl, w3Chl, ¢S3, viChd, wiChd, ¢S1, zChJ)
= 0’ P (Schnitt = 1) ((Hindernis))
"1+ Ftj =1, Foktor = 0,5 1 F1j =0,5, Foktor = 0,65 s
< —

+ ej1 = al0j] + (zvj - Faktor)/zLj2 - v1Cjd + (zwj - Foktor)/zLj3 - wiLjl
L ei2 = a20j3 + (2vj - Faktor)/2Lj3 - v2Cjd + (zwj - Faktor)/zCj3+ w2Cj]
+ ej3 = a30j] + (zv] - Faktor)/zLj3 - v3[j] + (zwj - Faktor)/zCj]+ w3Cj]

| Verbindungsvektor

+ rl=ejl -eil; r2 =¢j2 —ei2; r3I=cejd- el ":"
rBetrag = (r12+ r22+ r32)0° ‘

rn1 = r1/rBetraq; rn2 = r2/rBetrag; rnd = r3/rBetrag

Existiert ein Schnittpunkt zwischen der Ebene und der

Geraden, dann muf
| Berechnung der Einstrahlzahl
+ cospi = nilid-rnt 4 n20i)- rn2 4+ n3Cid - rnd xh:r* (24)
r P (cospi < 0)
1° i = 0 gelten. Die Substitution lietert
COSPI =
cospi = - (n1Cjd = rnl + n20j3 = rn2 + n3Cj] *rnd) _ —
: P {cosp) < 0} nh(el T trl') nhah
0
cospj = 0 und daraus folgt der Geradenparameter
| . ' N, ay, — NRC;
; F el o= @i 4 M AEPL 1 - F I | trs=-—-—h-—h-*-—-—h—“1*_ (25) .
T rBetrag? nhr
L2 next zw] & Die Berechnung der Skalarprodukte erfolgt mit der Rou-
L O tine SKALARP (Skalarprodukt) (Bild 13). Der Vektor
: ééf ji"i BCi, i1 + @i - AEPLiT - FIi zum Schnittpunkt (vgl. Bild 11) ergibt sich dann zu
| next zwi
|———- next zvi o rS = € T trSr' _ (26)

dCi,j1 o CADCI

+ OCi,j] =

L«*__L______i”[_”___@ Schnittpunkte der Geraden r* mit Ebenen h, die nicht zwi-

next | schen i und j liegen, stellen kein Hindernis im Strahlen-

I | O gang dar. Fiir sie gilt t.g > 1 oder t,g < 0. Nunmehr 1st zu

e priifen, ob der Schnittpunkt auch innerhalb des Dreiecks
A, By, Cy, liegt. Dies ist der Fall, wenn

Bild 12. DatenfluBplan PHIFLAE zur Berechnung der Einstrahlzahlen

®; ; zwischen allen imax Oberfldchen eines Raumes. ay 4 ZVpVp T ZWpWp = IS (27)
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und
Zvy, + zwy, < 7, (28)

gelten. Das Gleichheitszeichen bedeutet, dal3 das Hinder-
nis auch beim Tangieren der Dreiecksseiten ,,wirkt®. Das
Losen des uberbestimmten Gleichungssystems (27), (28)
erfolgt schrittweise. Dabe1 werden der Reihe nach die
Projektionen auf die Tafelebenen X, y; y, z und z, X unter-
sucht. Liegt der Schnittpunkt innerhalb des Dreiecks,
dann mul} sich dies 1n mindestens einer Tafelprojektion
darstellen. (Im Flufbild 12 wird dazu der im Bild 11 dar-
gestellte Vektor ¢S = rS — a;, eingefuhrt). Die Losung des

jewelligen Gleichungssystems erfolgt mittels Determi-
nanten (s. Routine GLEICH?2 (Bild 14).

Betindet sich kein Hindernis im Strahlengang (es existiert
kein Schnittpunkt zwischen der Geraden r* und der
Flache h — s. Bild 11), dann kann endlich der Summand
(cosP;cosP; AAj)/r*  nach Gln. (13), (14) bzw.
(cosP; AA, )/r2 nach Gl. (15) ausgewertet werden. Der Ein-
strahlwmkel B wird zwischen dem Verbindungsvektor r
bzw. rn der 1im Strahlungsaustausch stehenden Flachen
und der jeweiligen Flachennormalen n; bzw. n; gebildet
(s. auch Bild 9). Ist B = 90°, so liegt kem Strahlungsaus-
tausch zwischen den betrachteten Flachenelementen vor,
d.h., cos B < 0 wird gleich Null gesetzt. Der auftretende
Winkel wird dann exakt wiedergegeben, wenn die beiden
Vektoren rn und n von der Strahlungsflache wegweisen.
Dies 1st definitionsgemal3 an der Flache 1 stets gegeben,
an der Flache j 1st — rn zu verwenden.

ROUTINE: SKALARP (x1, x2, x3, y1, y2, y3)

Ds = x1 -yl + x2 <y2 + x3 -y3J

(Ds)

Bild 13. Datenfluf3plan der Routine SKALARP zur Ermittlung des Ska—
larproduktes x - .

\7/ ROUTINE :

DD = a1-b2 - a2 * bt
D1 = a3 - b2 - b3 - a2
D2 = g1+ b3 - b1 +al
Schnitt = 0

P (DD = 0}

01
Cx1 = Jll-' Zk

DD

Gx2 = JEL-' Zk

DD
P {Gx1 + Gx2 > zk or Gx1 < 0 or Gx2 < 0)

01
Schnitt = 1

< (Schnitt)

Bild 14. Datenfluliplan der Routine GLEICH2 zur Losung eines Glei-
chungssystems mit zweir Unbekannten. Schnitt = 1 weist auf die Exi-
stenz eines Schnittpunktes zwischen einer Geraden r* und der Drei-

eckstlache h (Bild 11) hin.

GLEICH2 (a1, a2, a3, b1, b2, b3, zk)
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UP: KOMPPHIFLAL

= 1,..max
{ADC:+] > 0)

Bild 15. Datenflullplan KOMPPHIFLAE zur zwangsweisen Korrektur
der Einstrahlzahlen mit dem Ziel Z® = 1.

Ein Exkurs 1in die Vektorrechnung lehrt: ,,Unter dem ska-
laren Produkt der Vektoren a und b mit dem eingeschlos-
senen Winkel ¢ versteht man emen Skalar, der durch die
Gleichung ab = |a| |b| cos ¢ definiert 1st”. Auf das vor-
liegende Problem angewandt, vereinfacht sich die Berech-
nung deutlich, da mit den Einheitsvektoren (Betrag = 1)
gearbeitet wird, zu (vgl. Bild 11)

(29)

cosP; = n.rn

cosP; = —n;rn. (30)
Die Einheitsvektoren n sind mit den Gln. (6) und (7)
bestimmt worden, und rn folgte aus den GIn. (19) und

(20).

Die weitere Losung der Gln. (13) bis (15) — das Verkniip-
fen mit den Flichenelementen usw. ist rechentechnisch
trivial zu organisieren. Verkiirzungen der Abarbeitung
sind weitestgehend zu nutzen. So konnen komplette
numerische Einstrahlzahlermittlungen @; ; durch Verwen-
den der GIl. (12) und Bezugnahme auf berelts berechnete
®, ; vermieden werden. Weiterhin wird die Abarbeitung
berelts nach dem ersten Element abgebrochen wenn
cosP = 0 gilt (Flache i und j liegen in einer Ebene) u.a.m.
Die Einstrahlzahl eines kugelformigen Elementes 1 auf
eine Flache j nach Gl. (15) vereinfacht sich, durch Weg-
fall des Terms cosf3;. (Ein Strahl ausgehend vom Mittel-
punkt einer Kugel steht stets senkrecht auf der Ober-
flache, cosf3; = 1.).

Die vorgestellten Grundlagen finden 1n mehreren Unter-
programmen Anwendung (siehe auch Folgeaufsatz ,,Be-
rechnung der Elementeinstrahlzahlen in einem neuartigen
Raummodell®).

Einstrahlzahlen von Flachen auf Flachen

Die numerische Ermittlung der Einstrahlzahlen zwischen
den Raumoberflachen einschlieflich des Interieurs wird
mit dem Unterprogramm PHIFLAE (Phi-Flachen) vorge-
nommen. Der Datenflul3plan 1st aus Bild 12, die Routinen

SKALARP (Skalarprodukt) und GLEICH2 (Gleichung
mit zwel Unbekannten) aus den Bildern 13 und /4 ent-
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nehmbar. PHIFLAE verkorpert die Losung der Gl. (14)
fur alle Flachen 1 und j mit den Ergebnissen ®;:. Die
Zahler 1 und j durchlaufen die Gesamtmenge der Fijéchen
1---1 max. Dabei werden alle Flichen h — die ebenfalls
h =1---1max durchlaufen — gepriift, ob eine Flache davon
ein Hindernis darstellt.

Input PHIFLAE
1 max 1 max — | maximale Anzahl der
Flachen
al;,a2:.,a3; (al[1],a2[1], | m | Vektor a zum Flachen-
a3|[1] punkt A
vl, v2,,v3. | vl[1],v2[1], | m | Vektor v der Dreiecks-
v3[i] seite AC
wl., w2, w3:Iwl[i],w2[1],| m | Vektor w der Dreiecks-
w2[1] seite AB
Z: z[1] — | Anzahl der Seitenunter-
teilungen
Ap; ADIi] m- | Flache des Dreiecks ABC
AEgp; AEP[1] m- | Flache eines Parallelo-
grammelementes

Einheitsvektor in Norma-
lenrichtung der Fliche in
den Raum zeigend

nli, n2i, n3i nl [1]9 n2[1]9 o
‘ n3[i]

Diese Eingaben sind nach Abarbeitung des Unterpro-
gramms FLAEAUFBER (Flachenaufbereitung) vorhan-

den.

Output PHIFLAE

®i,j |D[i,j] I-- numerisch ermittelte Einstrahlzahl der

Flache 1 auf die Fliche ;

Die Ausgabe wird im Unterprogramm PHIFLAEAUS
(Ph1 — Flachenausgabe) vorgenommen (Beispielausdruck:

Bild 16).

Die numerische Berechnung der Einstrahlzahlen fiihrt
infolge der Diskretisierung der Flache in endlich grofle
Elemente zu Fehlern. Je feiner die Unterteilung erfolgt,
desto geringer sind zwar die Fehler, die Rechenzeit wéchst

@(1+2).(3+4) (A4 Ay) =

wegen

D13t D14=Py 3+ D,
Ay=A,=Az= A,
gilt:

@(1+2),(3+4) = @1.3 T @1,4

O | B | @ipt By | Bemerkungen
0,1158510,0782510, 19410 (+0,4%) [numerisches Ergebnis; Unterteilung: 10

0:1934 j (0%)

Flachen be1 unterschiedlich genauer Berechnung.

@1,3A1+ Dy 4A b, ;A,+ @2'4A2

analytische Rechnung

Bild 17. Ergebnisgegentiberstellung von ®-Werten parallel zueinander liegender
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aber enorm an. Fiir einige weiterfilhrende Rechnungen ist
es zweckmallig, die Summe der Einstrahlzahlen auf den
Wert Eins (vgl. Gl. (11)) zu bringen. Dazu dient das
Unterprogramm KOMPPHIFLAE (Kompensation der
Flacheneinstrahlzahlen) gemafl dem im Bild 15 darge-
stellten FlufB3plan.

Input KOMPPHIFLAE

®i,) ECI)[i,j ] l-- numerisch ermittelte Einstrahlzahl der

Flache 1 auf die Flache j

Die erforderlichen Eingabedaten sind im Output
PHIFLAE enthalten.

Output KOMPPHIFLAE

D1,; | P[1,] I—-—- kompensierte Einstrahlzahl der

Flache 1 auf Flache j

Zur Ausgabe wird wiederum das Unterprogramm
PHIFLAEAUS (Phi-Flachenausgabe) benutzt.

Beispiel Flacheneinstrahlzahlen

Fir den 1m Bild 6 gezeigten und in den Bildern 7 sowie 8
datenmallig aufbereiteten Raum sind alle Flidchenein-
strahlzahlen zu bestimmen.

Die Ergebnisse fur die gleichmiflige Unterteilung aller
Dreiecksseiten in z; = 10 Abschnitte sind nach Abarbei-
tung von PHIFLAE ermittelt. Ein Beispielausdruck ist im
Bild 16 gegeben. |

Die Summenbildung ergibt beispielsweise
12
D ®@;=1,13163.
=1

Kompensiert man diese grofle Abweichung mit KOMP-
PHIFLAE, dann werden alle @, ; durch 1,13163 dividiert.
So gilt z.B. fiir @, ; neu: 0,10237 (alt: 0,11585). Diese
Vertahrensweise 1st insofern nicht korrekt, da die Abwei-
chungen der einzelnen ®;; — die zur Summe 1,13163
fuhrten — stark unterschiedlich sind. Flachenele-
mente, die einen geringen Abstand zueinander
haben, verursachen bei sonst gleichen Abmessun-

gen groB3ere Fehler als solche mit groflen Abstin-
den usw. Das Anwenden von KOMPPHIFLAE

stellt somit nur einen Notbehelf dar und verletzt
auch die Reziprozititsbeziehung (GIl. (12)).
Genauigkeitsverbessernd wirkt lediglich eine fei-
nere Untertellung. Die nachfolgenden Bilder sol-
len diese Aussagen verdeutlichen.

Im Bild 17 werden die Einstrahlzahlen von der
vorderen Wand (Flachen: 1,2) auf die hintere
Wand (Flachen: 3,4) berechnet. Die Summe
@1’3 T (1)1,4 1st 1dentisch mit (I)(1+2), (3+4)>
wodurch der Vergleich mit der analytischen
Berechnung moglich wird. Selbst bei nur 10
Unterteillungen weicht das Rechenergebnis ledig-
lich 0,4% vom exakten Wert ab. Die Kompen-
sation fuhrt zu bedeutend groBBeren Fehlern, bis
—11,3 %.
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772 / der einzelnen Summanden. Die verfeinerte
B (A, + N ) - Unterteilung der Flichen 1 und 11 verbessern

’ 5 A(“:Z@ A s 3 n+ das Ergebnis @, ;; erheblich. Im Falle der
1 1 2.1 21272 Flichen 1 und 12 bewirkt dies praktisch keine

vegen Anderung von @, |,, da der durchschnittliche
A} I“’: Ap= A= Ay Elementabstand bedeutend grof3er ist.

giit: . .

® 1oy ey = 0.5( 8, 48, 12 Eine Verbesserung des Moduls PHIFLAE ware

LD LB z.B. moglich, wenn aneinandergrenzende
2,11 2, 12 . : . : . o
Flachen (mit einer gemeinsamen Seite) gene-

O(1,11) @(2,“) 0,5[®(1.11) + & Bemerkungen rell feiner unterteilt wirden bzw. wenn die
B(1,12)|®(2,12) +Q(2,11) + @ Flichendiskretisierung abhdngig von den
0,43359 |10,11728 | 0,37333 (20,0%)|numerisches Ergebnis; Unterteilung: Grolien qes Integ.lzanden (COSBi’ COSBj’r)
o 04566 |0, 14953 erfolgte. Ein ausgekliigeltes Korrektursystem
in KOMPPHIFLAE wire ebenfalls vorteilhatft,
0,38315]0,10503 }{ 0,33168 (6,6%) |kompensiertes Erqgebnis; Unterteilung: 10 wobel nur die aneinandergrenzenden Flachen
0,04123 |0, 13391 entsprechend ihrer Beriihrungsliange Bertck-
0,37692 {0,11335 | 0,34285 (10,2%)|numerisches Ergebnis; Unterteilung: 20 _SIChtlgun_g fanden_' Am elnfac}{sten ersche}nt
jedoch eine verfeinerte Unterteilung. Es wird
0,04667 |0, 14675 . . . . o
auf die Entwicklung immer leistungstahigerer
0,35341 {0,10853 | 0,32190 (3,4%) [kompensiertes Ergebnis; Unterteilung: 20 Rechner gesetzt.
0,04376 |0, 13809 .
0,32822 (0,11456 | 0,31757 (2%) |numerisches Ergebnis; Unterteilung: 100 Literatur
0,04670 (0, 14566 (1] Gliick, B.: Strahlungsheizung — Theorie und Praxis. Ber-

Bild 18. Ergebnisgegeniiberstellung von ®-Werten rechtwinklig zueinander liegen- [2] Gliick, B.: Wairmetubertragung, Warmeabgabe von

der Fliachen be1 unterschiedlich genauer Berechnung. Ragmheizﬂéchpn und .Rohren (Reihe: Bausteme der
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