Formfaktoren zur Simulation

Bernd Gliick,
JoRnitz (Plauen)

Berechnung der stationaren,
mehrdimensionalen Warmelei-
tung mittels Formfaktoren bei
drei Korperoberflachen mit vor-
gegebenen Temperaturen und
ihre Anwendung zur warmetech-
nischen Simulation von Erdwar-
mesonden.

1Ird eln zusammenhangender
Festkorper von zwel Oberfla-
chen A, und A, mit den auf-
gepragten Temperaturen t; und t, und
eventuell von n weilteren adiabaten
Oberflachen begrenzt, kann der statio-
nare Warmestrom von A, zu A, mit Hilfe
eines sogenannten Formfaktors S be-
stimmt werden. In der Literatur [1; 2]
finden sich entsprechende Zusammen-
stellungen fur zahlreiche Konstruktio-
nen. Im Weiteren wird gezeigt, dass eine
analoge Anwendung auch bei dre1 Ober-
flachen A, A; und A, mit den Tempera-
turen t,, t; und t, moglich ist. Das Ergeb-
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nis lasst sich vorteilhaft zur Simulation
von Erdwarmesonden verwenden.

Formfaktoren zur Beschreibung
der mehrdimensionalen, stationa-
ren Warmeleitung

Fur einen Korper mit gleich bleibender
axialer Gestalt der Lange L gilt fur den
Warmestrom von A; zu A, allgemein:

05 = SEE —1) (1)

Beispielsweise ergibt sich fur einen
Hohlzylinder nach Bild 1 zwischen inne-
rer und aulserer Obertlache bel als adia-
bat angenommenen Deckflachen der
Formfaktor

5= @
In-<
Iy
Somit folgt z. B. fur die Warmeabgabe
elnes gedammten Heizrohres der be-
kannte Zusammenhang

le o ASL(tl —tz): A 25{

L (1:1 = tz) (3)
2
In .

Die Bestimmung der Formjaktoren kann
aus dem FOURIERschen Erfahrungsge-
setz fur den Warmestrom abgeleitet
werden. Allgemein gilt

Qo =—4 | [-QE] dA, (4)

1) Ein neues Simulationsmodell flir Erdwidir-
mesonden auf Basis der Formfaktoren wird im
Oktoberheft der HLH vorgestellt.

Hohlzylinder mit den Zylin-
derflachen A,, A, und den
Temperaturen t;, t, sowie mit
zwei adiabaten Kreisringfla-
chen der Radien r; und r,. Die
Kreisringdurchmesser 2r; und
2r, sind konzentrisch ange-
ordnet. Die Warmeleitfahig-
keit des Zwischenraummateri-
als sei A

und fur den hier zu betrachtenden
Langskorper gleichenbleibenden Quer-
schnitts z. B. am Umfang des Innenroh-
res (Bild 1)

: ot
Q10 =- AL[{ (%) au, (5)

Die Feldtemperatur t ersetzt man
zweckmafiigerweise durch die Ubertem-
peratur

bt

9= 6
il (6)

Somit nimmt Gl. (5) die Form

o

Qip=—AL(t;~t;) | (a_n] dU, (7)

Uy

an, woraus nach Gleichsetzen mit GI. (1)
folgt:

S=—j(—)dU1>O (8)

Beim Warmestrom von Flache 1 zu
Flache 2 gelten t; > t, und (815‘/31’1) (=080
dass S > 0 folgt, was die ubliche Darstel-
lung ist.

Hinweis: Fur die Warmeleltung zwi-
schen zwel beliebigen Obertlachen des
Korpers — z. B. zwischen zwel konzentri-
schen Kugeln — wird GL (1) Qq, =
ASg(t1-1,) geschrieben. Hierbel stellt Sy
den mit der Dimension einer Lange be-
hafteten Formkoeffizienten dar. Dieser
sprachlich richtige Unterschied wurde
bereits 1n [1] elngefiihrt. Die Bestim-
mungsgleichung hat dann analog zu Gl.
(8) die Form:

o e e e St




Sg =~— | (a9/9n), dA; >0

Ay

Die Komplexitat der Berechnung der
mehrdimensionalen Warmeleitung 1n
einem beliebig berandeten Korper 1st so-
mit nur einmal zu 10sen, da das Potenzi-
alfeld der dimensionslosen Ubertem-
peratur ¥ im ausgewahlten Korper stets
oleich ist.

In [1; 2] sind fur eine Vielzahl von Kor-
performen die Formfaktoren S angege-
ben. Die Ermittlung erfolgte in der Regel
nach anspruchsvollen analytischen Me-
thoden. Es sind aber auch experimentel-
le Auswertungen der Potenzialfelder, die
beispielswelse auf elektrisch leitendem
Papier erzeugt wurden, ublich gewesen.
Derzeit wird die Warmeleitung in den
mitunter komplizierten Korperstruktu-
ren in der Regel numerisch simuliert
und S aus dem ermittelten Warmestrom
eliminiert:

o Uis
s ﬂL(tll— ty) ©)

So wurde vom Verfasser mit einem
selbst erarbeiteten finite Elementever-
fahren fiir eine Kreisringschelbe gemalis
Bild 1 mit den Radien r; = 16 mm und
r,= 75 mm bel einer guadratischen Git-
terteilung von 0,5 mm Sgps = 4,041 be-
stimmt. Aus GI. (2) folgt der exakte Wert
zu S = 4,067 (Fehler: -0,6 %).

Als weitere Verifikation dient die
Struktur nach Bild 2, fur die nach (2] die
Losung

2T
S (10)
e =
arcosh
21 1y
existiert,

Mit den Werten des Bildes 2, folgt der
exakte Wert nach GIl. (10) zu S = 4,622.
Demgegeniiber liefert die numerische
Simulation S¢p = 4,582 (Abwelchung:
~-0,9 %).

Analogie fiir drei temperierte
Oberflachen

Sind gemafs Bild 3 dret Obertlachen Ay,
A4, A, des umbhiillten Korpers die unter-
schiedlichen Temperaturen t,, t;, t, aut-
cepragt, so konnen formal analog zu
Gl. (9) zwel Formfaktoren Sio und S,y de-
finiert werden, wobel die Indizes auf die
Temperaturbezige hinweisen:

. QlO (1 1)

T QQU (1 2)

...............

Querschnitt einer aus Bild 1 abge-
leiteten Struktur mit exzentrischer
Lage des Innenrohres (Mal3e in

mm). Die temperierten Umfange 1
und 2 stellen wiederum Kreise dar.

Querschnitt durch eine langen-
unabhédngige Struktur mit den
Oberflachen 1, 2 und 0, denen die
konstanten Temperaturen ,, t,
und ¢, aufgepragt sind

Variante A: Variante B: h I
Sondenrohre & 32 mm Riicklaufdimmung Querschni : € aurcn die
150 150 Sondenvarianten A und B

- o -

wirme-
: . technische
| i Symmetrie-
ebene

Hinweis: Q,, bedeutet, dass der War-
mestrom von der Obertlache 1 abge-
geben wird und das der Warmestrom
mit der Temperaturdifierenz t; — t; zu
bilden ist. Ungeachtet von der Bezugs-
temperaturdifferenz koénnen Tellwar-
mestrome an die Oberflachen 0 und 2
fliefsen.

Bei zwel temperierten Flachen 1st das
dimensionslose Ubertemperaturfeld ¢
und somit auch der Differenzialquotient
(99/dn), am Umfang des Rohres 1 unab-
hangig von der Temperaturdifferenz
(t; — t,) stets gleich, so dass S = const gilt.

Es ist leicht einzusehen, dass bel drel
unterschiedlich temperierten Flachen
das Potenzialfeld z. B. vom Verhaltnis
der Ubertemperaturen

Ginads (13)
=L

g e 3,758
2 4,394 2,48

e Tl e e e e T A I T e T e e

(MalRe in mm). Variante A
zeigt eine lblicherweise
eingesetzte U-Rohr-Sonde
(sogenannte Einfachs-
onde). Bei Variante B ist
das austretende Rohr
(Riicklauf) beispielsweise in
der Ndhe der Erdoberfla-
che zusatzlich gedammt

o S T B S A b A Tt e I S DD D D B R R

beeinflusst wird. Somit sind S und Syq
von @ abhangige Grofsen, also im eigent-
lichen Sinne keine reinen Formfaktoren
menr.

Hinweis: Selbstverstandlich konnte
das Verhiltnis der Ubertemperaturen
beispielsweise auch als 6" = (t,-tp) / (t1-to)
definiert werden. Man sollte eine Form
wahlen, die bel der Nutzung des prak-
tisch infrage kommenden Temperatur-
bereichs keine Unendlichkeitsstelle
(Nenner gleich null) verursacht.

Formfaktoren fiir die Sonden-
querschnitte A und B gemal}
Bild 4 als Funktion des Uber-
temperaturverhaltnisses © (Va-
riante A: S;0 und S, ; Variante
B: 50 und 55)

£ -

4, 507 4192
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Ubertemperaturverhiltnis ©

Verlaufe der Formfaktoren fiir die Ein-
fachsonde (Aufbau nach Bild 4) als
Funktion des Ubertemperaturverhalt-
nisses © (Variante A: S, und S, ; Vari-
ante B: S, und S7,). Teilung der Abs-
zisse: oben linear; unten reziprok

Pragmatischer Welse bestimmt man
fiir die im Bild 3 dargestellte Struktur
mittels numerischer Simulation unter
Annahme verschiedener Temperaturen
ti, t, und ty die Warmestrome Qm SOWI1E

Q,q, ermittelt nach den Gln. (11) und
(12) S;o sowle S, und stellt sie als Funk-
tion von O dar.

Zur Berechnung der Warmestrome
Q,, sowie Q,, kénnen herkémmliche
Rechenprogramme, die auf der Grundla-
cge von finiten Differenzenvertahren
oder finiten Volumenverfahren arbeiten,
eingesetzt werden. Bel den nachfolgen-
den Betrachtungen wurde ein aus [3] ab-
oeleitetes finite Volumenverfahren fur
die instationare Warmeleitung unter
stationdren Randbedingungen verwen-
det. Dabel werden die Warmestrome
zwischen den Nachbarelementen, deren
Mittelpunkte (= Gitterpunkte) belder-
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adiabate Begrenzung

wirmetechnische Symmetrieebene

Variante C: Variante D:

Einfachsonde 25 mm adiabate Begrenzung Variante E: Variante F:
R 150 Sraie 150 E Trennwand adiabate Wand
f 35 1.e 35, 351,235
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Trennwand

20 x 100

Wand

) '“-\‘ =
| adiabate

Riicklauf

1 | 2

Gbertemperaturverhﬁltnis O

seits der Berandungen 0, 1 bzw. 2 liegen,
bezogen auf das jeweilige Strukturgebiet
summiert. Bei den Simulationen werde
stets die Gittertellung Ax = Ay = 0,5 mm
verwendet.

Beispiele |

Es werden verschiedene Rohrquer-
schnitte — die beispielswelise Erdreich-
warmesonden sein kdnnten — betrachtet
(Bild 4).

Die Ergebnisse fur die Sondenvari-
anten A und B sind in der Tabelle 1 fur
ausgewahlte Ubertemperaturverhaltnis-
se @ dargestellt.

| Querschnitte durch die Sondenvari-

| anten C bis F (Maf3e in mm). Die Vari-
anten C und D sind beziiglich der Tem-
peraturfelder in den beiden Struktur-
héalften identisch, da die Symmetrie-
ebene lediglich durch eine adiabate
Begrenzung dargestellt wird. Bei Vari-
ante E ist eine Teilabschirmung zwi-
schen Vor- und Riicklauf installiert. Fur
die Warmeleitfahigkeit der Trennwand
gilt Arennwang = 0,1 A. Variante F stellt
wiarmetechnisch eine vollkommene
Trennung zwischen dem Vor- und

| Riicklaufbereich dar




Die grafische Ergebnisauswertung der
in Tabelle 1 gegebenen Werte zeigen die
Diagramme 1m Bild 5. Es wird dabel
deutlich, dass S,, eine lineare Funktion
von © und S,, eine lineare Funktion von
@1 darstellt. Im Einzelnen gelten:

S,o =5,030-1,272 0 (14)
S =5000~-1277 60" (15)
S*,0 = 8,320 — 2,064 © (16)
S*10= 5,542 — 2,070 ©1 (17)

Fur die Berechnung der Warmestrome
Q,, sowie Q,,, die aus den Definitions-
oleichungen (11) und (12) folgen, sind
selbstverstandlich die den Obertlachen
zugeordneten Temperaturen t;, t, und t,
zu verwenden. Die Beziehungen zu den
in den beiden Innenrohren anliegenden
Medientemperaturen ty; und tg, sind In
bekannter Weise mittels der War-
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meiibergangswiderstinde und der War-
meleitwiderstande  (Rohrwand und
eventuell vorhandene Dammung) her-
zustellen.

Beispiele Ii

Aufder den drei Korperoberflachen
kann die betrachtete Struktur auch
durch adiabate Flachen begrenzt wer-
den. Weiterhin ist es moglich, dass die
Struktur Korper mit abweichender War-
meleitfahigkeit einschliefst. Derartige
Beispiele zeligt Bild 6. Die zugehorigen
Simulationsergebnisse sind in Tabelle 2
cgegenubergestellt.

Damit lauten die Berechnungsglei-
chungen fur die Formtaktoren:

Variante C
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Formfaktoren fiir die Sondenquerschnitte
C bis F gemal Bild 6 als Funktion des
Ubertemperaturverhaltnisses ©

So0=4,188 — 0,667 © (18)
Si0= 4,188 - 0,667 O (19)
Variante D

So0=2,094-0,333 O (20)
Si0= 2,094 -0,333 @1 (21)
Variante E

Soq = 3,550-0,178 © (22)
Sig = 3.550~0 1786 (23)
Varlante F

Sop= Sigi= 3521 (24)

Ergebnisdiskussion

0 Dass die Formfaktoren der Variante D
halb so grofs sind wie bel Variante C 1st
sofort einleuchtend, da der Struktur-
querschnitt halbiert 1st.

0 Die Abschirmung durch eine Trenn-
wand dampft den Einfluss der unter-
schiedlichen Vor- und Rucklauftempera-
turen. Dadurch sind die Formfaktoren

ARTRTLRTRPeny
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e s St e
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i

weniger temperaturabhanglg. Der War-
meaustausch zwischen den Innenroh-
ren und dem Hillrohr (z.B. der Bohrloch-
wand) ist aber kleiner als bel Varnante C,
da die Trennwand mit der geringeren
Wiarmeleitfahigkeit den Warmeleit-
widerstand der Struktur erhoht (verglei-
che S(@=1)).

Temperatur- und Warmestromverlaufe
langs einer 100 m tiefen Einfachsonde
nach Bild 6, Variante C mit 100 Simulati-
onsabschnitten bei kleinem Massedurch-
satz (Geschwindigkeit ca. 0,5 m/s)

HLH Bd. 59 (2008) Nr. 8 - August
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Die adiabate Wand bel Variante F un-
terbindet den gegenseltigen Temperatur-
einfluss der Innenrohre vollig. Es liegt
somit eine Struktur mit nur jewells zwel
Oberflachen vor, weshalb die Formtakto-
ren temperaturunabhanglg gelten. Die
Werte sind den Formifaktoren der Vari-
ante C fur © = 1 identisch, da dort ein

symmetrisches Temperaturfeld exis-
tiert. Hierbeli wiurde eine dunne, adia-

bate Wand kelnen Einfluss nehmen.

Aus den Formfaktoren allein kann bei-
splelsweilse nicht auf die Warmeleistung
einer Erdreichwarmesonde geschlossen
werden. Um dies zu ermoglichen, sind
der Mediendurchtluss, die Eintrittstem-
peratur sowie die hohenabhangige und
in der Regel leistungsabhangige Bohr-
lochwandtemperatur zu beachten. Dies
setzt eine abschnittsweise Berechnung
der anndhernd quasistationaren Zu-
stinde voraus. Bel der Vielzahl der sich
wiederholenden Rechenschritte ist das
Verwenden von Formfaktoren sehr vor-
teilhaft gegenuber einer kompletten Si-
mulation der Struktur uber die gesamte
Sondenlange. Die Bilder 7 und 8 zeigen
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beispielhaft Simulationsergebnisse fur
eine Sonde nach Bild 6, Variante C bel
Variation des Durchsatzes unter sonst
oleichen Randbedingungen und bel Nut-
zung der Gln. (18) und (19).

Das Einbeziehen von Fullkorpern mit
abwelchender Warmeleitfahigkeit von
der Grundstruktur, wie beilspielsweilse
bel Vorhandensein einer Trennwand
(Bild 6, Variante E), ermoglicht auch
orundsatzlich veranderte Definitionen.
So ware es denkbar, die Warmeleitwider-
stinde der Rohrwandung und 1hrer zu-
satzlichen Dammschicht (z.B. Bild 4, Va-
riante B) in die Formfaktoren zu inte-
grieren. Als Bezugstemperaturen muss-
ten dann die inneren Rohrwandtem-
peraturen bei der Ermittlung der dimen-
sionslosen Ubertemperatur verwendet
werden.

Fazit

Das Einbeziehen von dret Korperober-
flachen mit aufgepragten, unterschiedli-
chen Temperaturen, das Beachten von
beliebig vielen Fullkérpern mit vorgege-

Temperatur- und Warmestromverlaufe
langs einer 100 m tiefen Einfachsonde
nach Bild 6, Variante C mit 100 Simulati-
onsabschnitten bei groRem Massedurch-
satz (Geschwindigkeit ca. T m/s)

benen Wirmeleitfahigkeiten innerhalb
der Struktur und die Berucksichtigung
von adiabaten Korperbegrenzungen er-
moglicht es, eine Vielzahl von Konstruk-
tionsvarianten vereintfacht mit Formfak-
toren Sy, die nur von einer dimensions-
losen Ubertemperatur @ abhingig sind,
warmetechnisch  unter stationaren
Randbedingungen zu untersuchen. Da
viele warmetechnische Tellprozesse als
guasistationar betrachtet werden kon-
nen, vergrofdert sich die Anwendungs-
moglichkeit der Formfaktoren mitunter
noch betrachtlich.

Abschliefsend sel auch die direkte
Warmestromermittlung mit den Koetfi-
zlenten der Formifaktoren erwahnt. Aus
den allgemeinen Beziehungen

SIO = (& b’,[ el und Szg = o + bg ® fO].gerl:
Qlo = [a4 (t; - to) + by (t, — to)] AL bzw.

on = |a, (ta - to) + b, (t1 —to)] AL (25)
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