Berechnung von Einstrahlzahlen

mit einem universell anwendbaren Rechenprogramm
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Die Berechnung der Einstrahlzahlen bereitet wegen des
erforderlichen Aufwandes und der Kompliziertheit den
Projektanten ertahrungsgemifl Schwierigkeiten. Insbeson-
dere 1st zu bemerken, dafl bisher relativ wenige und nur fir
ceometrisch einfache Gebilde Berechnungsgleichungen oder
Diagramme vorliegen. So findet man in der Regel keine
LLosungen ftiir beliebig orientierte Rechteck- und Kreis-
flachen, fiir schiefwinklie umrandete Trapez- oder Vieleck-
{lichen usw. Des weiteren existieren keine Lésungen, die die
dchattenwirkung von Bauteilen beriicksichtigen, die zwi-
schen den 1m Strahlungsaustausch befindlichen Oberflichen
liegen. Dieses Problem tritt bereits beim Strahlungsaus-
tausch zwischen einem Rohrregister und einer Wand auf.

Zur Ldsung derartiger Berechnungstille wurde be1 gleich-

zeltiger Befreiung von manueller Arbeit ein Rechenpro-
oramm entwickelt. |

1. Mathematisches Modell des Strahlungsaustausches

Ausgehend von Berechnungsgleichungen fiir die Einstrahl-
zahl von

— emem Fliachenteillchen dA, aut eine endliche Fliche A,

B dale | b Pag, ? (1)
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werden fiir die Lésung mit der digitalen Rechentechnik die
obigen Gleichungen 1n eine Summendarstellung mit dis-
kreter Schrittwelite iiberfiihrt.

Damit ergeben sich:
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Die geometrische Deutung ist in Bild 1 gegeben.

An die Form der Fliche wird lediglich die Forderung

gestellt, daB sie im mathematischen Sinn ein beschrinktes

abgeschlossenes (rebiet darstellt, welche keine derartigen

Erhebungen oder Einsenkungen aufweist, dafl der Strah-
lungsaustausch anderer Flichenelemente der gleichen Fliche
dadurch unterbunden wird (Schattenwirkung).

Im Rechenprogramm ist die Eingabe von Flichen 2. Ord-
nung in der Form

Apeat 4 Ayt - Ayt Apxey + Ajex-z
+ Ag-y-z+4 A;-x + Ag-y + Ag-z 4+ Ag=0 (9)

moglich.

¥ 4
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‘Fiir die Vektoren, die das Flichenelement 4A aufspannen,

o1lt
(¢ —a) und (b — a).
Daraus folgt das Vektorprodukt

n=(c—a) X —a), (6)
wobelr (¢ — a); (b —a) und der Normalenvektor n ein
Rechtssystem bilden. Von Hand ist anzugeben, welche Seite

- der Fliche im Strahlungsaustausch steht, das bedeutet, die

Eingabe (N —1) kehrt die Richtung des Normalenvektors um.

Der Betrag des Normalenvektors ist gleich dem Flichen-
inhalt des Flichenelementes

AA = |n| . . (7)

Der Einstrahlwinkel f wird zwischen dem Verbindungs-
vektor der im Strahlungsaustausch stehenden Flichen und
der jeweiligen Flichennormalen gebildet. Ist der Einstrahl-
winkel = 90°, so liegt kein Strahlungsaustausch zwischen
den Flichenelementen vor, d. h., cos § < 0 wird gleich Null
cesetzt. Der aulftretende Winkel wird dann exakt wieder-
gegeben, wenn die beiden Vektoren Verbindungsvektor 1
und Normalenvektor n von der Strahlungsfliche wegweisen.
Der Normalenvektor wird so festgelegt, dal} diese Forderung
erfiillt 1st. Der Verbindungsvektor kann natiirlich nur in
einer Richtung orientiert sein, so daB das Vorzeichen in .
einem Fall umzukehren ist. So gilt fiir die Verhiltnisse nach

‘Bild 1 durch Anwenden des Skalarprodukts

’ | Mg T f |
cCoS g — —— ' (8)
C gl , '
cos B, = — —— 2 (9)
WY
t=a, — qa, . ' (10)

Damit sind alle GroBen fiir die Auswertung der Gl. (3) und
(4) formal bereitgestellt. Vereinfachte Darstellungen von
speziellen Flachen werden spiter noch betrachtet.

2. Mathematische Formulierung der Flichenbegrenzungen -

Fir im Strahlungsaustausch stehende Flichen werden fol-
gende Begrenzungsmoglichkeiten vorgesehen:

Variante 1

Flichen, die auf die z,y-Ebene eine flachenformige Projek-
tion ergeben

Tmin = Ei; o Lmax = EZ . (11)
ymin=E3+E4'$; ymax=E5+E6'x (12)

Variante 11

Flichen, die auf die y,z- Ebene eine fliichenférmige Projektion
ergeben ' "" '

Ymin = L1 Ymax = Ly (14)
“min :E3+E4'y; N Smax “‘“_"E5+E6y (15)
Tin = Lpt-Eg-y+Eg-2; 2. = FyotEy-Yy+E -z

' - (16
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VYariante 111

Flichen, die auf die z,x-Ebene eine flichenformige Projektion

ergeben _ ,
“min = Ly Zmax = L2 (17)
Imin = EB + E4-Z; Imax = E5 "I_ EB"Z (18)
Ymin — E7+E8'Z+E9'x; Ymax = E10+E11'Z+E12if9)

Variante 1V

Flichen beliebiger Orientierung

( — Eg3)2 4 (y — Eq4)? 4 (2 — Eq5)? = Ey6° (20)

Im allgemeinen Fall steht eine der Varianten I bis 111 und
zusitzlich Variante IV zur Verliigung.

Diese Méglichkeiten diirften ausreichend sein, um den gege-

benen praktischen Fillen stets Rechnung zu tragen. Zur
Demonstration sind drei Beispiele nidher erldutert:

Beispiel 1: - .
Fine im Raum liegende Trapezfliche (A) (Bild 2) soll mit

Flache Aa

/ 4' '! ' y
i‘%“’, %o A

44,
X0

l

minimalstem Aufwand begrenzt werden. Man sieht sofor%: ,

daB dies bei der Projektion auf die y,z-Ebene ( Variante IT)
am einfachsten durchfiihrbar ist. Die Gl. (14) und (15) sind
dazu ausreichend, um durch die Ebenen (1), (2), (3), (4),
die alle senkrecht auf der y,z-Ebene stehen, die Fliche (A)

“zu begrenzen. Im Rechenprogramm wird dann i Ay- und

Az-Schritten die Projektionsfliche abgearbeitet. Da diese
exakt durch die Punkte I7, I1”, I1I”, IV” wiedergegeben
wird, entfallen zusitzliche Tests beziiglich der minimalen und
maximalen Hohe iiber der betrachteten Projektionsebene
(G1. (16)). Da dieser Test aber fest im Rechenprogramm ein-
cebaut ist, werden zweckmiligerweise Fg= Fg= L) =
Eio =0 und E; < z,,;, sowie Eg > ... gesetzt. line
zusdtzliche Begrenzung nach Variante 1V entfillt.

L8

Beispiel 2:

Fine Kreisfliche (A) 1im Raum soll dargestellt werden
(Bild 3). Zuniichst wird die Gleichung der Ebene (B), in der
die Kreisfliche liegt, aufgestellt. Im Mittelpunkt M der

Kreisfliche wird eine Kugel (1) mit gleichem Radius aufge-

spannt. Des weiteren entsteht durch Eingabe von GIl. (11)
und (12) der maximale Definitionsbereich 1, 117, 111", 1V”.

- Im Rechenprogramm wird dann 1 diskreten Ax- und A4y-
Schritten diese Projektionsflache abgearbeitet, und die zuge-

horigen z-Werte, die Elemente der Fliche (B) sind, werden
ermittelt. Sind dies gleichzeitig auch Elemente der Kugel (1)
nach GlL. (20), so liegt ein Element der Kreistliche (A) vor
und wird in der Berechnung der Einstrahlzahl betrachtet,

‘anderenfalls wird ein Schritt Ay oder Ax weltergegangen.

Es kann mitunter schwierig sein, die Projektionstliche 1,
[T, 11V, IV’ durch Tangenten an die Kreisprojektion aufzu-
stellen. Diese manuelle Arbeit kann einfach umgangen wer-
den, wenn die Begrenzungsflichen nach Gl. (11) und (12)
jewells nach aullen verschoben werden, so dall der Detini-
tionsbereich 1*, 11*, II1*, IV* entsteht. Die Rechenzeit ver-
lingert sich natiirlich durch die groBere Zahl der Tests etwas.
Die Begrenzung nach Gl. (13) 1st in diesem IFall nicht erfor-
derlich. Da dieser Test jedoch grundsatzlich 1im Rechenpro-
oramm eingebaut ist, werden die Koethizienten fg = kg =

Eii —— Eiz — O gesetZt und E7 < Zmin SOWie EiO > Zmax

cestellt.

Beispiel 3:

Eine Fliche 2. Ordnung (A) (Bild 4) soll durch Ebenen der
Gl. (11) bis (19) begrenzt werden. Die dargestellte Iliche

ergibt Projektionen aut die Tafelebenen z,y; y,z und z,z. Da

krummlinige Begrenzungsilichen mnicht darstellbar sind,
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empliehlt sich folgendes Vorgehen. Durch Gl. (12) werden
die Ebenen (1) und (2) definiert. In Verbindung mit Gl. (11)
ergeben sich die Punkte I” und II’” bzw. die Originalpunkte
I und II auf der Fliche (A). Die weiteren Begrenzungen wer-
den durch die Ebenen (4) und (5) nach Gl. (13) gegeben,
wobel im Schnitt mit der Ebene (1) auch die Punkte 111 und

1V auf der Fliche (A) entstehen.
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Im Rechenprogramm wiirde dann der Bereich, der durch die
Projektion I, IT", II1I*, IV* gegeben ist, in Az- und Ay-
Schritten abgearbeitet. Durch die Testung beziighch der
Gl. (13) erfolgt dann automatisch die Reduzierung auf den

wirklichen Bereich 17, 11", 111", IV”.

3. Mathematisches Modell schattenerzeugender Bauteile

Zwischen den im Strahlungsaustausch stehenden Korpern
befinden sich in der Praxis oft wiarmestrahlenundurchlissige
Koérper endlicher Abmessungen. Dies sind in der Regel
Rohre, Siulen, Zwischenwinde usw. Um diese Korper auf
einfache und einheitliche Weise darzustellen, werden ellip-
tische Zylinder der Form

Zvlinderachse parallel der z-Achse (Kennzahl P = 1)

— 2 — 2
(@ — Hy)2 | (y — Hy? (21)
H.,2 T H,2
Zvlinderachse parallel der z-Achse (Kennzahl P = 2)
— H,)2 — H.)?
y — Hy)’ 1 (2 — Hy)* _ | - (22)
H32 .H42 |

Zvlinderachse parallel der y-Achse (Kennzahl P = 3)

(Z_ '—j‘Hi)z 4+ (513_;'— H,)> _
H o2  H,2

verwendet (Bild 5). Sind beide IHalbachsen gleich Hg = H,
so geht der elliptische Zylinder in einen Kreiszylinder iiber,
und Rohre, Sdulen usw. sind abbildbar. Sind die beiden
Halbachsen sehr unterschiedlich (Hy £ H, oder H, < Hj),
so konnen damit nidherungsweise Zwischenwinde, Strah-
lungsschirme usw. dargestellt werden. Das schattenerzeu-
cende Bauteil wird des weiteren noch durch zusétzliche Ein-
caben in der Héhe begrenzt. So stellt Ly die untere und L,
die obere Begrenzung — gemessen von der jeweiligen Tafel-
ebene aus — dar. Der Aufbau des Rechenprogramms laf3t
insgesamt die Eingabe von fiinf derartigen Hindernissen zu.
Bei der Rechnung ist jeweils zu ermitteln, ob die Verbin-
dungsgerade zwischen den betrachteten Flichenelementen
ein Hindernis schneidet. Da die Zylinderachsen parallel den
Koordinatenachsen liegen, geniigt es, die Projektion auf die
jeweiligen Grundebenen zu beziehen. Denn wird ein Zylinder
von einer im Raum aufgespannten Geraden geschmitten,
dann wird auch die Projektion dieser Geraden den Zylinder-
orundkreis schneiden. Die Ableitung erfolgt fiir einen Zylin-
der, der auf der z,y-Ebene steht. Fiir die Gerade gilt

1 - (23)

_ Y — Y
y:ya+‘ bf"“a'(x'"xa) . (24)
" xb——:va _ |

und Substitution in Gl. (21) lLiefert

Yp — Ya
(® — Hy)A Yot Ty, — Ty @ = A
73 -+ — - T2z - == 1. (25)
-3 4 |
Mit den Abkiirzungen
m= b8 = —Hy -y, — Ty (26)
Th — da )
folgt nach einiger Zwischenrechnung '
Q- Hy
‘ H,2 H.2 .
e
H2 U Hp
o-m H, \2 Hizm_l_ 02 “1
1 Rl Hy? _Hyt AP . (27)
o 1 n m2 1 n m?
H o2 H,? H 42 H ,2
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Sobald eine Doppelwurzel die Losung darstellt (Radikand
sleich Null), bedeutet dies, dal der Verbindungsvektor das
Hindernis tangiert. Fiir diesen Fall sei noch ein Strahlungs-
austausch angenommen. Ist der Radikand positiv, so
existieren zwel Losungen im Reellen, d. h., die Verbindungs-
cerade schneidet das Hindernis, ein Strahlungsaustausch
entfallt. | |

Fiir diesen Fall mul3

0-Mm H,\* (H? 02 { m2

— >\ 577~ \m7 T

(28)

gelten. Des weiteren mull gepriift werden, ob das Hindernis
auf Grund seiner Hohe im Strahlengang liegt. Zu diesem

Zweck wird die Projektion der Verbindungsgeraden aut die

z,z2-Ebene betrachtet und die z-Koordinate an der Stelle
x = H, nach

.......a’;a

H
= Za T 1 (Zb — za') |
Ty — La

(29)

berechnet. Gilt gleichzeitig

Ly <z Ly .. o 90)

und Gl. (28), so findet kein Strahlungsaustausch statt. Der
Einfachheit halber wurde der Hohentest nur fiir eine KEbene
x = H,; durchgefiithrt. Eventuell hervorstehende Kanten
bleiben unberiicksichtigt. '

Anmerkung

Um einen Zahleniiberlauf durch unerlaubte Division durch
Null in Gl. (26) und (29) zu vermeiden, das vorliegende Pro-
gramm aber nicht noch weiter zu komplizieren, sind die
Anordnung der Flichen oder deren Teilungen so zu wéhlen,
daB es keine Verbindungsgerade gibt, fiir die x, = x}, gilt.
In zyklischer Vertauscliung der Koordinaten erhdlt man die
Aussagen und Ableitungen analog. '

4. Mathematisches Modell spezieller Strahlungsftlichen

4.1. Fldchenelement | _
EntSPrechend Bild 6 sind die Koordinaten des Elementes

r=Aq; y= Ay; 2= 43 ' (31)
‘und der zugehorige Normalenvektor
| n ' _
nz

in der IForm eines KEinsvektors (]/nxz + ny2 4+ nz2=1)
einzugeben. Die Angabe N = }-1 oder N = —1 kennzeich-
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net die Richtung des Normalenvektors. Ist die Richtung mit
der in Bild 1 gezeichneten Richtung identisch (man beachte
dabei stets Fliche a oder b), dann gilt N = -1, sonst

N = —1.

4.2. Fliche 2. Ordnung

GemiB Gl. (5) werden die Koeffizienten A4 bis A4y, fir das
Gleichungssystem Gl. (11) bis (20) die Koeffizienten E,; bis
E,, die Richtung des Normalenvektors IV sowie die Schritt-
weite A4z und Ay eingegeben. Die schrittweise Abarbeitung
der Projektionsfliche erfelgt nach folgendem Schema

Ausgehend von

Zmin = E45 Ymin, 1 = L3 1+ L4 2y B
wird _
1 L4 = Tmin T 0,9-4235 Y1 = Ymin, 1 + 0,0-4y
fiir den ersten Berechnungsschritt gesetzt. Insgesamt werden
in diesem Beispiel 55 Berechnungspunkte bearbeitet, wobel

die mit ,,Stern‘* dargestellten Punkte auf Grund der Begren-
zung nach Gl. (13) ausscheiden. Dies geschieht durch den

Test
Eig + Eyy-x+ Eqg-y >2> By + Eg-2 Lig-y

mit

 Asz+ Ay + 49
2. Aj

2y =

ik il R el —

- #Z;x—I—A(;-y—{—*Ag °
+V( 2 A, )

e —

| Ay 22+ Aqy*+ Azl-T?JJ -+ A']'v”” + Ag -y + Ay

Wird die Begrenzung durch Gl. (20) nicht bendtigt, so 1st
E;; = 0 einzugeben. - |

Um die Berechnung des Normalenvektors nach Gl. (6) mog-

lichst einfach zu gestalten, wurde zu rechtwinklig autein-

T
e

anderstehenden Elementarvektoren (Bild 7, Detail) iiber-

gegangen. Damit ergeben sich fiir diese Elementarvektoren

die Koordinatenvektoren

0,5-4x ' 0
2L — %9 9 — % '

und deren Vektorprodukt

—0,5-4y- (21 — 30) _
ex = —05-Az-(zg — 2 - (34)
0,20 Ax- Ay

mit dem Betrag

e p— —— |

l¢ xﬂ-: Vf0,5—-Ay- (24 _ zo)]zﬁO,B uAa; (29 — ;0)]2 '

+  [0,25-Ax-Ay]?*. (39)

Das Vierfache dieses Betrages ist zahlenmafiig gleich dem
Inhalt des Fliachenelementes ' L- '

L

AA = 4-le x f| - _ o (36)
‘(Per Normalenvektor als ,,Einsvektor‘‘ lautet weiterhin
N e_xf ._ : . (37)
e x 7]

Er steht senkrecht auf dem Flichenelement und weist nach
.,oben* in z-Richtung (Rechtssystem).

- 4.3. Ebene -

Ausgehend von der allgemeinen Form einer Ebenengleichung
g% +agy+agsta=0 (39

ist das Rechenprogramm fiir die Darstellung in der Hesse-
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schen Normalform vorbereitet, so da Gl. (38) durch den

Betrag
s=Va?+a2+a2  - (39)
dividiert mit - . o
Ai-—_-—a—i-, Ay = e ; Agm__c.lf’_; Aéz_ﬁé‘_
“ S S S S
folgt | . .
Aj-x+ Aqg-y+ 432+ A,=0. ' (40)

Somit sind die Koeffizienten A, bis A, fiir die Begrenzungen
E, bis E, die Richtung des Normalenvektors 1V, sowie die
Schrittweiten Az und Ay einzugeben.

Detall ,Prgjektion der
Flementoryekioren ”
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" Da die Ebenengleichung in der Hesseschen Normalform
gewihlt wurde, ergibt sich der Normalenvektor als ,,Hins-

vektor‘t sofort zu

Dieser Vektor weist vom Koordinatenursprung-weg und
steht senkrecht auf der Ebene. Der Vektor gilt fiir jeden

Punkt der Ebene

Der Inhalt des Flachenelementes kann nach Gl. (35) und (36)
berechnet werden. Er 1st ebenfalls fiir alle I \Tetzpunkte der

Ebene gleich grof3. Die Diftferenzen
0z Ax Ai Ax

g = _ — . 42
TR a.iv 9 Aa- 2 | (42)
. . 0% Ay _ Az Ay

> YTy 2T A4, 2

1n die vorgenannten Gleichungen eingesetzt, ergibt

o A\ 2 A\ 2 o
AA = Ax-Ay- |/ 1 1 2 ) _
AA=a yV () + () (43
Die schrittweise Abarbeitung der projizierten Grundfliche
erfolgt analog Pkt. 4.2, Lediglich die Berechnung der

z-Koordinate vereintacht sich zu
A+ Ar® + dy-y
A, ' '
Durch zyklische Vertauschung der Koordinaten z, vy, z

erhilt man die analogen Ableitungen fiir Ebenen, die auf die
Y,z- und z,z-Ebene eine Projektion ergeben.

5 == —

4.4. Kreiszylinder

F iir den koordmatentransformlerten Grundkreis eines zur

z-Achse parallelen Zylinders gilt nach Blld S die Parameter-
darstellung

r=A;+ Aj-cos g (44)
y=Ay+ Ag.sing. | (45)
Einzugeben sind somit die Koeffizienten A4, bis A,, die
Koeftizienten E; bis FE;, (die kugelformige Begrenzung

Y/ -
4
' 2 4 4 7
17 6
- Ymox L 4
16 | ‘ 3
# 5 17/ Z
V4
R 7 _ %
20 35
21
N 27 )
A7 ; 24 . _ _
25 J0 ~
E .2 b 27 |28 <7 | -
> S
ymln ' :.‘S Y

’ | ' - 8

wurde nicht mit aufgenommen), die Schltittweiten Az und

Ap sowie die Richtung des Normalenvektors V.

Der Normalenvektor als ,, iinsvektor‘‘ ergibt sich zu

~ [cosg
= (sin (p) . (46)

und der Inhalt des Fléchenelementes /A

AA = Ay 39 4z - . (47)
180° . -

Ausgehend von ¢; = 0,5.-4p werden in Bild 8 36 Berech-
nungsschritte durchgefiihrt, wobei die mit ,,Stern‘‘ gekenn-
zeichneten Punkte auf Grund der Begrenzung v, .. und
Tmax ausscheiden. Die Hohe des Zylindermantels wird durch
Ebenen der Gl. (13) begrenzt. Ist keine weitere Begrenzung
erforderlich, so setzt man zweckmiBigerweise z,,;,, = 0 und
Ymin = 0. - -

Durch zyklische Vertauschung der Koordinaten z, y, z
erhilt man die analogen Ableitungen fiir die auf den ¥,z- und
z,2-KEbenen stehenden Zylinder.

(Wird fortgesetzt)



