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Berechnung der stationiren, mehrdimensionalen Wirmeleitung
mittels Formkoeffizienten bei einer beliebigen Anzahl von Oberflichen
und unterschiedlichen Randbedingungen

Prof. Dr.-Ing. habil. Bernd Gliick, J68nitz (Plauen) — Februar 2012

In einem beliebig berandeten Kérper mit n Oberflichen, an denen Randbedingungen 1. bis 3. Art
anliegen, bildet sich im stationdren Zustand ein eindeutiges Temperaturfeld aus. Im giinstigsten Fall
ldsst sich dieses analytisch durch Lésen der LAPLACEschen Differenzialgleichung berechnen. Bei
komplizierter Geometrie und unterschiedlichen Randbedingungen ist dies aber nicht méglich. Ndhe-
rungslosungen wurden in der Vergangenheit oftmals mit elektrischen Analogiemodellen ermittelt, in
der Gegenwart werden dazu meistens numerisch arbeitende Simulationsmodelle verwendet. Mit
Kenntnis des Temperaturfeldes sind auch die Wérmestrome berechenbar. In vielen Fllen interessie-
ren den Anwender ohnehin nur die sich einstellenden Wirmestrome und/oder punktuelle Ortstempe-
raturen. Zu diesen Ergebnissen gelangt man auch mittels einfacher Kalkulationsprogramme, wenn
einmalig ermittelte Formkoeffizienten fiir den Kérper und die thermischen Randbedingungen vorlie-
gen. Diese Methodik ist grundsdtzlich bekannt, z. B. [1, 2, 3], ihre Anwendung aber begrenzt. Die

Verfahrensweise wird nachfolgend in erweiterter, vereinheitlichter Form anschaulich dargestellt.

1 Definition der Struktur
e Es wird von einem Korper beliebiger Gestalt (Bild 1)
mit n Oberflichen ausgegangen, denen Randbedin- 4

gungen 1. bis 3. Art aufgeprigt sind. Weitere Ober- ‘
flichen mit der Warmestromdichte null kénnen vor-

handen sein (adiabate Flichen oder thermische Sym-

metrieflichen). Der Festkorper ist frei von Wérme-
quellen bzw. -senken.

e Der Kérper kann von Kanilen durchdrungen sein, Bild 1 Beliebiger Korper mit einer
Durchdringung (Kanal) und n Ober-

wobel deren Oberflichen Bestandteil der n Oberfla- P
dachen

chen sind.

e Der Festkorper kann aus Bereichen unterschiedlicher Wéarmeleitfahigkeit bestehen.

e An der jeweiligen Oberflache i1 gelten zeitunabhdngige GroBen, so fiir die Randbedingung 1.
Art die Oberflachentemperatur t;, 2. Art die Warmestromdichte ¢, sowie 3. Art die Fluidtem-

peratur tF; mit dem Wirmeiibergangskoeftizienten a;.
Alle genannten Grofen sind konstant iiber die Oberflidche i oder aber stellen Mittelwerte
nach einer festdefinierten Ortsfunktion (aber keine Temperaturfunktion!) dar.

Im Weiteren wird die Korpergeometrie mit den ortlich zugeordneten Wérmeleitfahigkeiten und
die Arten der thermischen Randbedingungen an den Korperoberflachen unter dem Begrift Struk-
tur zusammengefasst. Nach ihrer objektbezogenen Festlegung gilt sie unabdnderlich fiir alle
Untersuchungen und die sich anschlieBenden Anwendungen.

2 Grundiiberlegungen

e Mit der Vorgabe der Struktur und den zugehorigen thermischen Groflen an den Oberflédchen
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ist das Temperaturfeld im Korper eineindeutig determiniert.

e Die stationdre Warmeleitung kann mit linearen Zusammenhéngen beschrieben werden, da der
Wirmestrom nach dem FOURIERsches Erfahrungsgesetz linear von Temperaturdifferenzen

und Wirmeleitkoeffizienten (z. B. Querschnittsfliche x Warmeleitfahigkeit) abhédngig ist.

e Bei stationdrer Wéarmeleitung gilt Superposition.

2.1 Einfache Veranschaulichung

Es wird eine Struktur mit n = 5 Oberflachen (Bild 2) verwendet. An den Fliachen 1, 3 und 5 lie-
gen Randbedingungen 1. Art an. An den Fldchen 2 und 4 seien Randbedingungen 3. Art symbo-
lisch dargestellt. Man kann sich den Wérmeiibergangswiderstand 1/o; als zusétzlichen
Wirmeleitwiderstand an der Oberfliche vorstellen, der Bestandteil der Struktur ist. Eine Ande-
rung von a; wiirde eine neue Struktur bedingen. An der Flache 2 wurde ein Warmeiibergangsko-
effizient als Ortsfunktion angedeutet. Er gilt unverdnderlich fiir die untersuchte Struktur.

Fléiche 2, tF,

Fliche 1, t,
Ql Q2—>1 1/0L2
Q3—>1
. : Flache 3, t;
- Qs Qussi
Flache 5, ts Festkorper
1o Bild 2 Struktur mit fiinf Oberflichen und Kenn-
4

zeichnung der Warmestrome von den Flachen 2 bis

Fliiche 4, tF, 5 an die Flache 1

Wiren die Temperaturen t;, tF,, t3 und tF, gleich, erhielte die Fliche 1 lediglich einen Wérmezu-
strom

Q.= ais (ts —ty).

Analog kann man bei unterschiedlichen Temperaturen superponieren:

Q= Q,, +Qu, +Quy Qs =an (tFa— ) +as (5 —t) ta (Fa—t) +ais (ts—t). (1)
Hierfiir kann man auch schreiben:

Q,= -(ann+aiz+a+ais)ti +apth) +a;st; +au tFs+asts.

Mit a;; =-(aj; +a;3 +aus + a;s) folgt:

Q,= anty +aptFy+ap;sts +athy+asts. (2)

Die Gl. (2) kann selbstverstindlich auch fiir die iibrigen, thermisch aktiven Oberflichen ange-
schrieben werden. Beispielsweise gelten schrittweise:
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Q,= Q. +Qy . +Q, ,,+Qy = aur (t) — tFy) + au (tFr — tFa) + ass (t; — tFa) + aus (ts — tFa).  (3)
ass = -(ag) +asp + a3 + aygs)
Q,= aq t; + agp tFy + as3 t + ag tFy + ags ts. 4)

2.2 Verallgemeinerung fiir Strukturen mit den Randbedingungen 1. und 3. Art

Allgemein kann man zur Berechnung der Warmestrome die Gleichungssysteme anschreiben:

n

Q=a, t,+a, t+a; i+t a, t+...+a, t

Qu=a, t,+ay, t,+a, ty+ot ay t+..+a,, t

n
Q=a;t+a,t,+at;+..+a;t;+..+a,t,

Q,=a,t+a,,t,+a t;+..+a,t+..+a t (5)
bzw. in Matrizenform

a, t, Q,
a,, a,, t, Q,

=L (6)
a,; a, a..[ayl.[a, || |t Q,

8y 8, 8.y .eay |G Q,

Bei Randbedingungen 3. Art ist an der entsprechenden Oberfldache — beispielsweise 1 — die Tem-
peratur t; durch die Fluidtemperatur tF; zu ersetzen und selbstverstiandlich bei der Struktur der
zutreffende Wiarmeiibergangskoeftfizient a; zu berticksichtigen.

Anmerkung 1:

Die Koeftizienten a;; werden Formkoeffizienten genannt. Eigentlich wire die Bezeichnung Struk-
turkoeffizienten im Sinne der Strukturdefinition zutreffender, aber der Begriff Formkoeffizienten
ist bereits fiir Berechnungen der stationdren Wérmeleitung mit zwei Oberfldchen etabliert [1, 2].

Anmerkung 2:

Die Formkoeffizienten sind hier dimensionsbehaftet. Die Einheiten ergeben sich automatisch,
wenn die zu verwendenden Einheiten fiir die Temperaturen und Wiarmestrome im Vorfeld der Be-

rechnung festgelegt werden (z. B. t; in °C, Qi in W — a;; in W/K). (Bei Erweiterungen der Form-
koeffizienten-Methodik konnen auch dimensionslose Formkoeffizienten auftreten.)

Ebenfalls ist die Richtung der Wiarmestrome vorab zu definieren (z. B. Qi > (0 bei Warmestrom
von der Struktur an die Umgebung).

Diese Vorabfestlegungen sind flir die Ermittlungen der Formkoeffizienten und fiir die spéteren
Anwendungsrechnungen strukturbezogen giiltig.



Gliick: Formkoeffizienten fiir stationdre, mehrdimensionale Wérmeleitung bei n Oberfldchen (Februar 2012) 4

Feststellungen zur Koeffizientenmatrix:

Die Matrix ist quadratisch vom Typus n,n. Sie beinhaltet die n> Formkoeffizienten fiir ein
stationdres Wiarmeleitproblem in einer beliebig gestalteten und stofflich zusammengesetzten

Struktur mit n Oberflachen vorgegebener Temperaturen.
Die Matrix ist symmetrisch, d. h., die Koeffizienten spiegeln sich an der Hauptdiagonale.

Vergleicht man die GIn. (1) und (3), so ergeben sich die Identitéten:
Q4%1 =ajy (tFs—t) = -Q]%4 =-a4; (t; —tFy) und ajs = a4;.

Allgemein gilt entsprechend:
djj = Qi - (7)

Die Summe der Koeffizienten muss zeilenweise null sein, denn sind alle Oberfldchentempe-
raturen gleich (t; = tj = t,), sind auch alle Warmestrome null. Somit gilt:

ajj = — Zn:aij . ®)

j=lL,wenn j#i
Damit sind nur die in der Matrix der Gl. (6) gekennzeichneten Koeffizienten zu bestimmen.
Ihre Anzahl berechnet sich nach der Beziehung (n? - n)/2.

Man kann dies auch anschaulich mit Hilfe von Bild 3 darstellen.

Fliche 2, t,
Fliche 1, t,
Fliche 3, t;
Flache 5, ts
Bild 3 Struktur mit fiinf Oberflichen und Kenn-
zeichnung der moglichen Warmestrome zwischen
den Flachen 1 bis 5 Fliche 4, t,

Die Anzahl der theoretisch mdglichen Wérmestrombeziehungen zwischen den Flachen 1 bis
5 betrégt: 10.
Diese Zahl folgt fiir n = 5 auch aus der angegebenen Beziehung:

n’-n _ 5°-5
2 2
D. h., die zu bestimmende Mindestzahl von Formkoeffizienten entspricht den theoretisch

moglichen Warmestrombeziehungen zwischen den Oberflichen der Struktur.

= 10.

Somit kann man die Koeffizientenmatrix durch eine Untersuchung von n-1 Temperatur-
regimen gewinnen, die untereinander keine Linearkombinationen darstellen.

Um eine Kontrollmdglichkeit der Matrixkoeffizienten zu haben, sollte jedoch eine Untersu-
chung von n unterschiedlichen Temperaturregimen erfolgen. Geht man beispielsweise von ex-
perimentell oder numerisch ermittelten Ausgangsdaten aus, die Abweichungen enthalten kon-
nen, so ist durch Mittelung der gespiegelten Koeffizienten (Gl. (7)) eine Gléattung moglich.
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AuBerdem konnte mit Gl. (8) die Zeilensumme auf null verdndert werden.

e Aufgrund der in den Gln. (7) und (8) beschriebenen Matrixeigenschaften ist gewéhrleistet,
dass die Summe aller Wéarmestrome null ergibt, was den stationdren Warmeleitvorgang be-

statigt.
Sonderfall:

Handelt es sich um einem Festkdrper aus einem homogen Stoff und nur um Randbedingungen 1.
Art, dann ist es moglich, zundchst mit einem A zu arbeiten, und am Rechnungsende eine Um-
rechnung vorzunehmen. Es gilt bekannterweise:

6
57 X
a,, a,, a a, ..a t Ao
11 12 13 == 1j = “ln 1
2 ' 9)
I a;, @, Ay e @y e Ay t, |= X_Qi
0 0
@, 8y, 8,y .. 8y .8y, t, -
Ao !

3 Beispiel 1
Die Wérmeleitung in einer ebenen, homogenen Wand sei mit der neuen Methode zu bestimmen
(Bild 4).

Es werden mit bekannten Berechnungsansitzen zwei Losungen (Fall 1 und 2) zur Bestimmung
der Koeffizienten ermittelt und eine weitere Losung (Fall 3) zur nachtriaglichen Kontrolle bereit-
gestellt (Tabelle 1).

Q=0 Tabelle 1 Temperaturen und Warmestrome an
den Strukturoberfldchen fiir Beispiel 1 (Wérme-
1 o 2 strome > 0 bei Austritt aus dem Festkorper)
4t E | b - -
. = . t 5 Q Q,
Q& ™Q °C °C \ \
5 Falll | 40 20 | -32 | +32
A=2m? Fall 2 30 20 -16 +16
. Fall 3 5 35 +48 -48
Q=0
Bild 4 Warmeleitung in einer ebenen, homogenen
Wand
Die Gln. (5) liefern fiir Fall 1 und 2:
-32=40 a + 20 an Lé')sung N ai = -1,6
-16 =30 311"‘20 an 312:"‘1,6
+32=40 a + 20 az Lé')sung N x| — +1,6
+16 =30 a21+20 az 322:-1,6

-16 L6)(t '
Damit erhilt Gl. (6) folgendes Aussehen: 0T H= Ql :
+16 -16)1t,) O,
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Fiir t; =5 °C und t, = 35 °C ergibt sich nach den Rechenregeln fiir Matrizen:

Q,=(-1,6 - 5+ 1,6 - 35) W =48 W (flieBt durch die Oberfliche 1 an die Umgebung)
sz (1,6 - 5—1,6 - 35) W =-48 W (flieBt durch die Oberfldche 2 in den Korper).

Das Ergebnis stimmt mit Fall 3 {iberein. Selbstverstindlich kann man mit diesem Beispiel nicht
den Vorteil des neuen Verfahrens demonstrieren, lediglich seine Handhabung.

Durch Nutzen der Gln. (7) und (8) wire man bei diesem Beispiel nur mit den Angaben des Falles
1 ausgekommen, um die Matrix mit allen vier Formkoeffizienten aufzustellen.

4 Beispiel 2

Ein 1 m langes Fantasiebauteil hat den im Bild 5 gezeigten Querschnitt mit zwei Kanélen im

Inneren. Beide Stirnseiten sind ideal wirmegedimmt, sodass jeweils Q= 0 gilt. Somit existieren

5 Oberflichen mit determinierten Tempera- 2,
. . . . ., \ 11
turen. Die Wiarmeleitfahigkeit A ist im Quer- B \ = >
schnitt bereichsabhingig (0 bzw. 1 W/(m K)). 4 ‘
4
S
JWBE o
) {3
! = I WmK) | | &5 | 4
Bild 5 Fantasiebauteil mit fiinf thermisch aktiven A M
Oberfldchen (Beriihrungsldangen zur Struktur: 3
Fliache 1: 7 m; Flache 2: 11 m; Flache 3: 13 m; adiabate Ddmmung

Flache 4: 8 m; Flache 5: 12 m)

Fiir finf verschiedene Temperaturvarianten, die keine Linearkombinationen darstellen, sind fiinf
numerische Simulationen mit dem in [5] verdffentlichten Rechenprogramm durchgefiihrt wor-
den. Die zugrunde gelegten Temperaturen und die Simulationsergebnisse finden sich in der
nachfolgenden Tabelle 2.

Tabelle 2 Temperaturen und Wérmestrome an den Korperoberflichen geméfl Simulationen des Beispiels
2 (Warmestrome von der Struktur an die Umgebung > 0)

t t 4 ts ts Q, Q, Q, Q, Qs

°C | °C °C °C °C W W W W W
Variante 1 | 50 | 40 30 100 10 | -13,5 [ 226,7 | -100,1 | -439,8 | 326,6
Variante 2 | 30 | 40 50 100 10 67,3 | 2274 | -332,6 | -443,5 | 4813
Variante3 | 40 | 80 30 10 100 | 112,6 | -548,3 | 699.9 | 4534 | -717,7
Variante4 | 100 | 10 30 30 40 | -3304 [ 4310 | 29,1 | -27,9 [ -101,9
Variante 5 | 60 | -10 10 30 60 | -237,5 | 469,9 | 346,8 | -102,3 | -476,9

Zusatzvariante fiir eine Kontrollrechnung

Variante 6 | 10 [ 20 | 30 | 40 [ 50 | 546 | 953 [ 1262 | -82,6 | -193,6

Hieraus ergeben sich fiinf Gleichungssysteme zur Bestimmung aller Formkoeffizienten. Auf der
Basis von Gl. (5) erfolgt die Ermittlung der Koeffizienten. Fiir die erste und letzte Koeffizienten-
zeile werden in Tabelle 3 die Bestimmungsgleichungen und die Ergebnisse vorgestellt. Da es sich
um lineare Gleichungssysteme handelt, ist die Losung mittels gingiger Loser z. B. [6] schnell zu
finden.
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Tabelle 3 Bestimmungsgleichungen zur Ermittlung der Formkoeffizienten mit den Werten nach Tabelle2

50 a; + 40 a;p + 30 a;3 + 100 aly + 10 ais = -13,5 ar = -3,8673966942
30 a;; + 40 app + 50 a;z + 100 a4 + 10 als = 67,3 apn = 3,0482880756
40 a; + 80 a;p + 30 a;3 + 10 ayy + 100 ais = 112,6 aiz = 0,1726033058
100a;; +10a;; +30a;3 + 30a;4 + 40a;5 = -330,4 aia= 0,5144923259
60 ar; — 10 app + 10 a;3 + 30 gt 60 ais = -237,5 ais = 0,1310979929
50 as; + 40 as; + 30 as3 + 100 asq T 10 ass = 326,6 as) = 0,1307438017
30as; +40as; +50as3 +100as4 + 10ass = 481,3 as; = 0,4819598583
40 as; + 80 asp; + 30 asy + 10 asq T 100 ass = -717,7 as3z = 7,8657438017
100 as; +10as; +30as3 + 30as4 + 40 ass = -101,9 ass = 1,662201889
60 as; — 10 asy; + 10 as3 + 30 asq T 60 ass = -476,9 ass = -10,1408087367

Mit den ermittelten Koeffizienten kann die Gleichung zur Berechnung aller Warmestrome in Ab-
hingigkeit der Oberflichentemperaturen des Korpers gemél Gl. (6) angeschrieben werden:

-3,8674 3,0483 0,1726  0,5145 0,1311) (t, Q
3,0481 -10,6411 3,0831 4,0262 0,4831 | | t, (:22 (10)
0,1737 3,0839 -11,4513 0,3275 78651 | t; |=]Q;
0,5139 4,0256 0,3289 -6,5301 16623 | |t, Q,
0,1307 0,4820 7,8657 1,6622 —10,1408 ) |t Q.

Gl. (10) stellt die Losung fiir Beispiel 2 dar. Anhand der bereits durch Simulation ermittelten
Variante 6 ist in Tabelle 4 eine Uberpriifung mittels Excel erfolgt.

Tabelle 4 Uberpriifung der Losung fiir Beispiel 2 anhand der Temperaturvariante 6

Temperaturvariante 6 QinW Koeffizienten-
Oberflache 1 nach Gl. (10) | Simulation summe
al1..a15=| -3,8674 | 3,0483 0,1726 0,5145 0,1311 -0,0009
t1...t5 10 20 30 40 50
al1*t1...a15*t5=| -38,674 | 60,966 5,178 20,580 6,555 Q1= 54,6 54,6
Oberflache 2
a21..a25=| 3,0481 |-10,6411 | 3,0831 4,0262 0,4831 -0,0006
t1...t5 = 10 20 30 40 50
a21*t1...a25*t5=| 30,481 | -212,822 | 92,493 | 161,048 | 24,155 | Q2= 95,4 95,3
Oberflache 3
a31..a35= 0,1737 3,0839 | -11,4513 | 0,3275 7,8651 -0,0011
t1...t5 = 10 20 30 40 50
a31*t1...a35*t6 = 1,737 61,678 | -343,539 | 13,100 | 393,255 | Q3 = 126,2 126,2
Oberflache 4
a41...a45= 0,5139 4,0256 0,3289 | -6,5301 1,6623 0,0006
t1...t5 = 10 20 30 40 50
a41*t1...a45*t5= 5,139 80,512 9,867 | -261,204 | 83,115 | Q4= -82,6 -82,6
Oberflache 5
ab1...a55= 0,1307 0,4820 7,8657 1,6622 | -10,1408 -0,0002
t1...t5 = 10 20 30 40 50
ab1*t1...ab5*t5 = 1,307 9,640 235,971 66,488 | -507,040 | Q5 = -193,6 -193,6

Die notwendige Ubereinstimmung der berechneten und der simulierten Wirmestrome ist gege-
ben. Eventuelle Abweichungen sind durch numerische Fehler in der Simulationsrechnung be-
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dingt. Werden die Koeffizienten der Matrix — wie bereits beschrieben — geglittet, ergibt sich
gegeniiber Gl. (10) nur eine geringfiigige Verdnderung:
—3,8665 3,0482 0,1732 0,5142 0,1309
3,0482 —10,6401 3,0835 4,0259 0,4825
0,1732 3,0835 —11,4503 0,3282 7,8654

0,5142 4,0259 0,3282  -6,5305 1,6622
0,1309 0,4825 7,8654 1,6622  —-10,1410

Eine prinzipielle Ergebnisverbesserung tritt bei diesem Beispiel nicht auf.

5 Wirmetechnische Erkenntnisse aus den Formkoeffizienten

Die Grofie des Betrages der Formkoeffizienten aj (i #j) spiegelt die Intensitdt der thermischen
Kopplung zwischen den Oberfldchen i und j wider.

Wird beispielsweise der im Bild 5 dargestellte Festkorper in seinem Aufbau — wie im Bild 6 ge-
zeigt — verdndert, so bedeutet dies eine wirksamere "thermische Abschirmung" der Oberfliche 1.

2\
< 11 m >
Iy
A =1 W/(mK)
] 4
E — <
I
g 7 3
! .
Bild 6 Fantasiebauteil nach Bild 5 mit vergroBer- . T"‘-r-""T
tem warmeundurchldssigen Innenbereich (A = 0) 3

adiabate Dammung

Eine Wiederholung des Beispiels 2 unter den verdnderten Bedingungen ergibt die in Tabelle 5
vermerkten Anderungen der Formkoeffizienten.

Tabelle 5 Gegeniiberstellung der Formkoeffizienten a;;...a;s bei Strukturen nach Bild 5 bzw. 6

ap] ap a3 a4 as

Struktur nach Bild 6: groBerer Bereich mit A = 0 — wirksamere Abschirmung der Oberfléche 1
— kleinere Betriage der Formkoeffizienten a;; ... a;5

-3,1804 | 2,8552 | 0,0946 | 0,1663 | 0,0640
Struktur nach Bild 5: (kleiner Bereich mit A = ()
-3,8674 | 3,0483 | 0,1726 | 0,5145 | 0,1311

Das Produkt aus Formkoeffizient und zugehoriger Temperaturdifferenz gibt den partiellen Wiir-

mestrom an.

Aufgrund der in den Gln. (7) und (8) vorgestellten Eigenschaften der Koeffizientenmatrix gelten:
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Q= a,(t,—t)+a,(t,—t)+..+a,(t,—t)
szazl(tl_tz) +a23(t3_t2)+---+ ar, (tn_tZ)
Q;= a; (t,— t;) + a5, (t,—t;) +ota,, (t,—ty) (11)

Qn = anl (tl - tn) + an2 (t2 _tn) + an3 (t3 _tn) + ...
Hinweis: Alle Terme mit a;; fehlen! Rein rechentechnisch konnte man diese auch belassen, da
ohnehin (ti — t;) = 0 gilt.

Die einzelnen Produkte stellen die partiellen Warmestrome an die Flichen 1 dar und weisen auf
deren Herkunft hin.

Gemadl Beispiel 2, Temperaturvariante 6 ergeben sich fiir die Flache i = 1 nach GI. (11), erste
Zeile beispielsweise:

Q,=[3.0483 (20 - 10) + 0,1726 (30 - 10) + 0,5145 (40 — 10) + 0,1311 (50 — 10)] W = 54,6 W.

von Flache 2 von Fliache 3 von Fliache 4 von Flache 5

6 Berechnungsverfahren bei Randbedingungen 2. Art

In Sonderfillen kann die Warmestromdichte an einer oder mehreren Oberflichen der Struktur
vorgegeben sein. Die Wirmestromdichte ¢, ist tiber die jeweilige Flache A; als konstant oder als

Mittelwert nach einer unabinderlichen Ortsverteilung determiniert. Thre Richtung ist wiederum
vorab festzulegen, sie sei beispielsweise an die Struktur als positiv definiert.

Mit g, x Aj ist auch der Warmestrom an den Festkorper bekannt. Somit entféllt die Berechnung

von Qi mit dem Algorithmus nach Gln. (5). D. h., das Gleichungssystem kann um die entspre-

chende Zeile reduziert werden. Bei beispielsweise zwei Oberflichen mit einer bekannten Rand-
bedingung 2. Art wéren nur n — 2 Gleichungen zu betrachten.

Die in die Struktur "zwangsweise" eingespeisten Wiarmestrome bewirken natiirlich eine Veran-
derung des Temperaturfeldes im Festkorper mit den sonst aufgepriagten Oberflichen- und/oder
Fluidtemperaturen. Daraus ergeben sich verdnderte Wéarmestrome an den verbleibenden Oberfla-
chen mit Randbedingungen 1. oder 3. Art. Diese "StorgroBen" sind bei der Bestimmung der
Formkoeffizientenmatrix natiirlich zu beriicksichtigen.

Werden beispielsweise die Flachen A, und A, mit einer konstanten Warmestromdichte q,, q, be-

legt, entfallen die entsprechenden Berechnungsgleichungen fiir Q,und Q,. In den verbleibenden

Gleichungen miissen aber die Koeffizienten aj; und aj, erhalten bleiben, um die Einfliisse der
bekannten Warmestromdichten zu beriicksichtigen.

Die Einheiten der dimensionsbehafteten Formkoeffizienten unterscheiden sich dann allerdings
voneinander. So gelten beispielsweise fiir a;, [W/(W/m?) = m?] und fiir a; [W/K]. Diese ergeben
sich aber automatisch, wenn stets die anfangs vereinbarten Einheiten fiir die GroBen gewéhlt und
beibehalten werden.

Die Gln. (5) und (6) nehmen beispielsweise die folgenden Formen an:
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Q,=a, t,+a,q,+tat;+...+ a;t+..+a, q,

Q,=a, t +a,,q,+a, t;+...+ ajti+..+ay, q,

Q=a,t +a,q,+a;t;+..+a;t;+..+2a,q, - (12)

t, .

A A Ayz e @y Ay, ) Q,
qd, :

a3 A3y A33 ... Q35 ... A3, Q, (13)
t; .

a;; , 8 ... .. 3, Q,
d.

Die 2. und die n-te Matrixzeile existieren nicht!

Es liegt nun keine quadratische Matrix mehr vor, sondern sie ist vom Typus n-2,n. Zur Ermittlung
der n x (n-2) Formkoeffizienten a; werden zeilenweise wiederum n bekannte Losungen benotigt.
7 Beispiel 3

2.4,
\ 11m

A
v

Es wird wieder die im Bild 5 gezeigte Struktur

verwendet. Gegentiiber Beispiel 2 sind jeweils

zwel Randbedingungen 2. Art und 3. Art er- 4
ginzt (Bild 7). o tF,

Bild 7 Fantasiebauteil nach Beispiel 2 mit einer P

Oberfliche der Temperatur t;, mit zwei Oberfla- r 1'
chen, die von Fluiden mit den Temperaturen tF; 1 ¢ A =1 W/(mK) ‘ES ] Jl'
und tF, beaufschlagt werden (o; = 10 W/(m?K); oy . H
= 5 W/(m?K)), und zwei Oberflichen mit dem

Eintrag konstanter Warmestromdichten ¢, und ¢, adiabate Dimmung 3 tF

In Analogie zum Beispiel 2 sind fiir fiinf

unterschiedliche thermische Strukturbelastungen Simulationen erfolgt. Fiir die Fldchen 3 und 4
wurden Randbedingungen 3. Art und fiir die Flichen 2 und 5 Randbedingungen 2. Art angesetzt.
Die verwendeten Temperaturen und Warmestromdichten sowie die Simulationsergebnisse sind
in Tabelle 6 zusammengestellt.

Tabelle 6 Eingabedaten und Ergebnisse der Simulation fiir Beispiel 3 (Wéarmestrome von der Struktur an

die Umgebung und Wiarmestromdichten an die Struktur gelten als positiv! Diese gegensitzlichen Defini-
tionen sind zuléssig, sie miissen lediglich durchgéngig fiir die Berechnung gelten.)

t 4, tFs tF, ds Ql Qz Q3 Q4 Qs

°C | W/m? °C °C W/m? w W W w w
Variante 1* | 50 10 30 100 3 64,8 | -110,0 | 144,6 | -63,5 | -36,0
Variante 2* | 30 10 50 100 3 93,6 | -110,0 | 110,2 | -57,9 | -36,0
Variante 3* | 40 20 30 10 30 23,2 | -220,0 | 297,8 | 259,0 | -360,0
Variante 4* | 100 2 30 30 12 -75,2 | 22,0 | 1284 | 112,77 | -144,0
Variante 5* | 60 -2 10 30 18 -40,3 22,0 188,2 | 46,1 | -216,0

Zusatzvariante fiir eine Kontrollrechnung
Variante 6* \ 10\ 20 \ 30 \ 40 \ 50 \ 92,0 \-220,0| 500,8 \ 2272 \-600,0
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Aus den Varianten 1* bis 5* folgen jeweils nach GI. (12) fiinf Gleichungssysteme zur Bestim-

mung der Formkoeffizienten. Die Losung von Beispiel 3 gemil der Gl. (13) lautet:

t

—1,1855 2,2715 0,2545 0,9290 0,2756\ | q, Q,
0,2566  2,8845 —1,4634 1,2066 8,7227 | |tF, |=|Q, |
0,9278  5,8417 1,2078 —2,1356 3,0058 ) | tF, Q,

ds

Die Besonderheit besteht darin, dass die Warmestrome an den Flachen 2 und 5 unmittelbar aus

(14)

den vorgegebenen Wirmestromdichten folgen, somit ist die Berechnung mittels Formkoeffizien-

ten irrelevant. Der Wirmestrom an die Umgebung der Fliche i betrégt: Q,= — A, q,. Damit fol-

gen beispielsweise fiir Variante 6* mit den im Bild 5 vermerkten Flachen:
Qs =-11m2-20 Wm?= -220 W; Qs =-12m?- 50 W/m?= -600 W.

Sinnentsprechend konnte man die Formkoeffizientenmatrix durch Spaltentausch und den Varia-

blenvektor durch Zeilentausch — ohne Einfluss auf das Ergebnis zu nehmen — veridndern:

t1

~11 0,2545 22715 0,2756) | tF, | (Q
0,2566 -1, 1,2066 | 2,8845 87227 | | tF, [=|Q, |
0,9278| 1,2078 —2,I356 | 58417 3,0058 ) | q, Q,

ds

(15)

Auf die blau umrandeten Formkoeffizienten, die den Flichen mit vorgegebenen Oberflachen-
und/oder angrenzenden Fluidtemperaturen zugeordnet sind, treffen wiederum die im Abschnitt
2.2 beschriebenen Eigenschaften fiir eine quadratische Matrix zu (Symmetrie zur Hauptdiagona-
le; zeilenweise Summe gleich null). Im gekennzeichneten Bereich wére somit auch die frither
beschriebene Koeffizientenglattung moglich.

Die Proberechnung mit Gl. (15) fiir die Variante 6* ist in Tabelle 7 vorgestellt.

Tabelle 7 Uberpriifung der Losung fiir Beispiel 3 anhand der Temperaturvariante 6*

Temperaturvariante 6* QinW Koeffizienten-
Oberflache 1 nach Gl. (15) | Simulation | summe (Sp. 1...3)
al1..a15=| -1,1855 | 0,2545 | 0,9290 | 2,2715 | 0,2756 -0,0020
t1..95= 10 30 40 20 50
al1*t1...a15* g5 = -11,855 | 7,635 37,16 45,43 13,78 |Q1= 92,2 92,0
Oberflache 3
a31..a35=| 0,2566 | -1,4634 | 1,2066 | 2,8845 | 8,7227 -0,0002
t1..95= 10 30 40 20 50
a31*t1...a35* g5 = 2,566 | -43,902 | 48,264 57,69 | 436,135 |Q3 = 500,8 500,8
Oberflache 4
a41..a45=| 0,9278 | 1,2078 | -2,1356 | 5,8417 | 3,0058 0,0000
t1..95= 10 30 40 20 50
a41*t1...a45* g5 = 9,278 36,234 | -85,424 | 116,834 | 150,29 | Q4= 227,2 227,2
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8 Berechnungsverfahren fiir Ortstemperaturen innerhalb des Festkorpers

In vielen Féllen sind die Temperaturen innerhalb des Festkorpers an speziellen Orten von Inter-
esse, so beispielsweise wenn Temperaturgrenzwerte fiir die eingesetzten Materialien existieren.
Analog zur bisher vorgestellten Methodik werden auch diese speziellen Ortstemperaturen als
lineare Funktionen der thermischen Randbedingungen dargestellt.

Aufbauend auf Abschnitt 2.1 kann man die Warmestromzuordnungen auch fiir ein Volumenele-
ment E innerhalb der Struktur anschreiben. Zur Veranschaulichung dient Bild 8.

Fliche 2, t,

Flache 1, t;

Fliche 3, t;
Fliche 5, t5
Bild 8 Struktur mit funf Oberflichen und Kenn-

zeichnung der Wérmestrome von den Flachen 1 bis
5 an das Volumenelement E

Fliche 4, t,

Damit gelten analog zu Gl. (1) fiir die Warmestrome an das Element, wobei im stationédren Fall
die Summe null ist:

Qe Qo+ Qe TQue Qs

=bg; (t; —tg) + bgz (t2 — tg) + bgs (t3 — tg) + bga (ta — tg) + bgs (ts —tg) = 0. (16)
Mit bgg = bgj + bgz + bgs + bgs + bgs kann man auch schreiben:

bei ti + bea ta + b3 t3 + bgs t4 + bes ts = be te.

Mit ag; = bgi/bgg, agx = bea/beg usw. folgt mit den neuen Koeffizienten eine zu Gl. (16) modifi-
zierte Form

tg= ag1 t; T agx to + ags t3 + ags t4 + ags ts. (17)

Ist das Element infinitesimal klein, dann ist die Elementtemperatur identisch mit der punktuellen
Strukturtemperatur am Ort E.

Selbstverstindlich gilt diese Beziehung fiir beliebig viele Orte E, ... , G, ... , Z innerhalb des Fest-
korpers, sodass sich fiir eine vorgegebene Struktur mit n Oberflichen und unterschiedlichen Rand-
bedingungen 1. bis 3. Art beispielsweise nachfolgende Berechnungsgleichungen ergeben:

ty=ag t,+ag, tF+ag;q;+...+agth+..+a, q,
to=ag t+ag, th,+ag;q;+...+ ag tF+...+a5, q,

t,=a,t+a,th+a,,q,+..+a,th+..+a,q, . (18)
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In Matrizenschreibweise gilt:

tl
Qg A, Apy ... Ap ... Ap, th te

q;

— |t (19)

G, gy gy - Agi -8y | |- |=| 16

tF,
7 8y, Ay .. 8y .8, t,

dn

Bei n Oberflidchen sind fiir jede Ortstemperatur, z. B. tg, n Formkoeftizienten ag; zu bestimmen.
Zur Ermittlung der Koeffizienten sind einmalig n Regime vorgegebener Temperaturen bzw.
Wirmestromdichten zu untersuchen. Diese Untersuchungen konnen selbstverstandlich mit denen
fiir die eventuell auch gesuchten Warmestrome kombiniert werden.

9 Beispiel 4

Grundlage bildet wiederum das Beispiel 2, 2\t2
wobei an den Oberflichen 3 und 4 Randbe- : Lm
dingungen 3. Art gelten. Es sind die Ortstem- 4

A
v

peraturen an den im Bild 9 gekennzeichneten 4
Stellen E und Z mit Hilfe der Gln. (18) und o tF,
(19) zu formulieren. B = |

ot I
Bild 9 Fantasiebauteil nach Beispiel 2 mit drei te ‘f _____
Oberflachen der Temperaturen t;, t, und ts sowie 1t ‘ES 1t j’
mit zwei Oberfliachen, die von Fluiden mit den . L=1W/(mK) M
Temperaturen tF; und tF, beaufschlagt werden
(03 = 10 W/(m?K); oy = 5 W/(m?K)) . .
Die Ortstemperaturen sind an den Stellen E und adiabate Ddmmung
Z von Interesse.

3 tF,

In Tabelle 8 sind fiir sechs Temperaturvarianten 1** bis 6** Simulationen durchgefiihrt worden.
Zur Bestimmung der Formkoeffizienten werden die Varianten 1** bis 5** verwendet, Variante
6** sei einer Kontrollrechnung vorbehalten.

Tabelle 8 Oberflichen- bzw. Fluidtemperaturen an den Strukturoberflichen und ermittelte Simulationser-
gebnisse fiir die Ortstemperaturen tg und t; innerhalb des Festkorpers fiir Beispiel 4

t1 ty tF; tF4 ts tg tz

°C °C °C °C °C °C °C
Variante 1** 50 40 30 100 10 44,84 34,90
Variante 2** 30 40 50 100 10 46,36 39,62
Variante 3** 40 80 30 10 100 53,00 67,72
Variante 4** 100 10 30 30 40 41,93 23,58
Variante 5** 60 -10 10 30 60 40,24 14,84

Zusatzvariante fiir eine Kontrollrechnung

Variante 6** 10 20 30 40 50 37,73 31,19
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Aus den Varianten 1* bis 5* folgen jeweils nach Gl. (18) fiinf Gleichungssysteme zur Bestim-
mung der Formkoeffizienten. Die Matrix der Formkoeffizienten, die aus den Werten der Tabelle
8 folgen, lautet fiir die beiden Temperaturen tg und tz:

tl
t
0,1221 0,0197 0,1981 0,2822 0,3777 ﬂz: () (20)
0,0003 0,4438 0,2363 0,0761 0,2436 tF3 - t,
4
t5

Die Formkoeffizienten sind in diesem Beispiel dimensionslos. Eine Uberpriifung erfolgt mit der
Variante 6** gemil Tabelle 9. Es ergibt sich vollige Ubereinstimmung zwischen den nach Gl.
(20) ermittelten Temperaturen und den vorab simulierten Werten.

Tabelle 9 Uberpriifung der Losung fiir Beispiel 4 anhand der Temperaturvariante 6**

Temperaturvariante 6** tin°C
Ortstemperatur tg nach Gl. (20) | Simulation
aE1..aE5= 0,1221 0,0197 0,1981 0,2822 | 0,3777
t1...t5 5 10 20 30 40 50
aE1*t1...aE5*t5=| 1,221 0,394 5,943 11,288 | 18,885 te = 37,73 37,73

Ortstemperatur t;

aZ1..aZ5= 0,0003 0,4438 0,2363 | 0,0761 0,2436
t1...15 5 10 20 30 40 50

aZ1*t1..az5*t5= 0,003 8,876 7,089 3,044 12,180 tz

31,19 31,19

Fazit

Mit dem vorgestellten Verfahren ist eine umfangreiche Nutzung im Bereich der Wiarmetechnik
und den verbundenen Fachgebieten moglich.

e Der Hauptvorteil besteht darin, dass mit der einmalig ermittelten Matrix von Formkoeftizienten
z. B. fiir veridnderliche Oberfldchentemperaturen, Fluidtemperaturen oder Wérmestromdichten,
die als Randbedingungen 1. bis 3. Art an den definierten Flachen der Struktur wirken, die
Wirmestrome an den Strukturoberflichen und/oder ausgewdhlte Ortstemperaturen innerhalb
des Festkorpers sofort bestimmbar sind. Hierzu geniigen einfache Kalkulationsprogramme.

e Fiir hiaufig wiederkehrende Konstruktionen aber auch fiir neu entwickelte Bauteile konnen
Formkoeffizienten ermittelt und den Anwendern zur Nachrechnung, Optimierung usw. zur Ver-
fligung gestellt werden, die im Alltagsgebrauch Simulationsrechnungen eriibrigen.

e GroBe Rechenprogramme mit wiederkehrenden Simulationen stationdrer Wérmeleitvorgénge
gleichbleibender Strukturen koénnen durch den Einbau entsprechender Subroutinen verein-
facht und im Ablauf beschleunigt werden.

Diese Methode wird beispielsweise bereits bei der wiarmetechnischen Berechnung von Erd-
wirmesonden genutzt [4].

e Die detaillierte Analyse der Formkoeffizienten-Matrix kann zum Aufdecken von wéarmetechni-
schen Schwachstellen und zur Kenntnissteigerung des Warmetransports in speziellen Bauteilen
— beispielsweise auch in Verbundwerkstoffen (Komposite) — genutzt werden.
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